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The unmeasurability of the spin of a free electron
(resp. charged fermion)

(From: J. A. Wheeler and W. H. Zurek (Eds.) Quantum Theory of
measurement, Princeton University Press, Princeton, New Jersey (1983), p.699

“....the Stern-Gerlach effect which clearly exhibited a contribution to the ma-
gnetic moment of an atom from an electron bound in a 2S state; but what Bohr
demonstrated was precisely that with a free electron a Stern-Gerlach experiment
could not succeed, because the effect of the Lorentz force would inevitably blur
any Stern-Gerlach pattern.”

Nichtsdestoweniger taucht in den Lehrbiichern zum Stichwort “Messung des
Spins eines freien Teilchens” ausnahmslos das Stern-Gerlach-Experiment auf.

Die folgenden Uberlegungen beziehen sich nur auf ein Elektron, das in einem
Atom gebunden ist.



Aufschlussreiches Zitat von John Bell zum Stern-Gerlach Experiment (Journal
de Physique, Colloque C2, supplément au n°3, Tome 42, mare 1981, p.C 2-45)

“Phenomena of this kind [i.e. sorting spin carrying atoms into two beams| made
physicists despair of finding any consistent space-time picture of what goes on
the atomic and subatomic scale.....many came to hold not only that it s difficult
to find a coherent picture but that it 1s wrong to look for one...”



Der Stern-Gerlach-Versuch (1921-22)
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Weitere Versuche mit anderen Atomen:
A.Leu, Z.Physik 41, 551 (1927): Versuche mit Na-, K-, Zn-, Cd-, T1-Atomen

E. Wrede, Z. Physik 41, 569 (1927): Versuche mit H-Atomen



Erstaunliches Ergebnis der Experimente von A. Leu, Z. Physik 41, 551 (1927)
mit T1-Atomen:

Konfiguration: 1s bis bp gefiillt, 5d 10 (gefiillt), 6s 2 (gefiillt), 6p 1

Das Tl-Atom besitzt also einen komplett spin-gesattigten Rumpf mit 80 Elek-
tronen und ein einzelnes p(!)-Elektron. Im Gegensatz dazu besaflen alle anderen
Atome, mit denen Stern-Gerlach-Experimente ausgefiihrt worden sind, ein ein-
zelnes dufleres s -Elektron, das keine Spin-Bahn-Kopplung spiirt. Bei dem 6p-
Elektron des Tl-Atoms fiihrt die Spin-Bahnkopplung auf einen Landé-Faktor
gz%, und die magnetische Quantenzahl ist im Grundzustand M; = % Also hat

das 6p-Elektron im Grundzustand ein effektives magnetisches Moment:

1
fpefr =B gM; = pip - .

3
Genau dieses um ein Drittel kleinere magnetische Moment ergab sich bei der
Auswertung der Strahlaufspaltungen fiir T1-Atome!
Eine Erklarung der Spin-Bahnkopplung war aber erst nach Erscheinen der Di-
racschen Theorie moglich (P. A. M. Dirac, Proc. Royal Soc. (A) 117, 610 (1928),
ebd. 118, 351 (1928))



Der Betrag der Kraft, die auf das Spinmoment (und damit auf das ganze Atom)
wirkt, ist gegeben durch

0B,
~ Mg

F;

Hier bezeichnet 0B,/0z den Feldgradienten, den wir mit f,,, abkiirzen wollen,
und g ist die feldparallele Komponente des magnetischen Moments, also die
Komponenente parallel zur z-Richtung:

p = B cosb.

Die Atome durchfliegen die Apparatur der Lange L in guter N&herung mit
gleicher Geschwindigkeit v,; und daher mit gleicher Durchflugszeit At = L/vg;.
Daraus ergibt sich eine Ablenkung am Ausgang des Magneten in z-Richtung

7\ 2
Az = up s ( ) cosf .
t

Da die Atome in den Magneten statistisch unter jedem Winkel 6 ihrer Spinmo-
mente bzgl. der z-Richtung einfliegen, miisste der Detektor nach voranstehender
Uberlegung kontinuierlich Atome registrieren, wenn man ihn aus der gezeichne-
ten Position langsam iiber die x-Achse nach unten schwenkte. In Wirklichkeit
findet man aber deutliche Maxima der Anzeigerate bei

2
Az =+up o (L) :
t

Wie ist das zu erklaren?



Theorie des Stern-Gerlach-Experiments

Im folgenden soll gezeigt werden, dass eine z-Orientierung des Drehimpulses der
einfliegenden Atome nur durch die x-Komponente des zuvor passierten magne-
tischen Streufeldes bewirkt werden kann. Vor Eintritt in dieses Streufeld sind
die Atome dem Erdmagnetfeld

BErde ~ D - 10_5T

ausgesetzt. IThr Drehimpuls prazessiert in diesem Feld mit der (Larmor)-Frequenz

1
pErde —195.100s71  — Thrde = e 0.8-107%s (Prézessionszeit).
L

Die Atome bewegen sich mit einer Geschwindigkeit
Vot 10°em s 1.
Sie legen daher bei einer Prézession im Erdmagnetfeld eine Wegstrecke von

lTI]::JTde ~ 08 mimm

zurick.



Stirnseite des Magneten



Ungetihrer Verlauf der Feldkomponenten

vor dem Stern—Gerlach—Magneten

Magnet—>Stirnseite
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Wenn es zu einer Ausrichtung der atomaren Spinmomente bzgl. der z-Richtung
kommt, dann muss von dem Streufeld ein Drehmoment M, ausgeiibt werden.
Diese Spin-Drehimpulséinderung L. des Valenzelektrons infolge des Drehmo-
ments ]\_L =i X B?x ist gegeben durch M, = Lz, d. h. durch

=a(t)
L.=p1 foue sin(wpt+ ag). (1)
N——
=B.(x)

Dabei bezieht sich i auf die Komponente i des atomaren magnetischen Mo-
ments senkrecht zum inneren Feld des Stern-Gerlach-Magneten, und «q ist der
Winkel, den fi; mit der x-Richtung bei Beginn des linearen Anstiegs von B,
einschliefit. Wegen der vereinfachenden Annahme, dass B, von x = 0 an linear
bis zum Eintritt in den Magneten zunehmen soll, gilt:

Bx (33) — fgazx X , (2)

WO fgpz = a%Bw den Feldgradienden von B, in x-Richtung bezeichnet. Das In-
tervall Ax, iiber das sich dieser lineare Feldanstieg erstreckt, habe die geschétzte
Linge

Axr =0.5cm.



Die Larmor-Frequenz wy,, mit der der Elektronenspin um die Richtung der
(durchweg stéirkeren) Feldkomponente B, prizediert, ist definiert durch

hwr =2up B,; up = Bohrsches Magneton . (3)

Vor Eintritt in den Stern-Gerlach-Magneten nimmt auch diese Feldkomponente
als Funktion von x (stark vereinfacht) linear zu:

B.(z) = fgza @ (4)

Wenn sich das spin-tragende Atom mit der Geschwindigkeit v,; auf den Magne-
ten zubewegt, dann gilt:

T = Vgt t.
Dies in Glg.(1) eingesetzt liefert
Lz = U1 fgxa: Vat t Sin(wL t+ 050) 3 (5)

oder nach Zeitintegration

1 s

ALz:/ i, dt = ZM ) Jyes ot s [ €sing+an)de (6)

mit & =v2r; v=12,...., dh wr(v)t,=v2r. (7)



mit & =v2r; v=12,..., dh wr(v)t,=v2r. (7)

Hier ist das Zeitintervall der Gesamtlange 7" in n Teilintervalle der Lange T (v) =
#7{1/) zerlegt worden, wobei T, (v) die Dauer der Prizession im v-ten Teilinter-
vall bezeichnet. Der Zeit-Ursprung ist auf den Zeitpunkt festgelegt, zu dem das
betreffende Atom den Punkt x = 0 passiert. Man erkennt, dass AL, nur dann
von Null verschieden werden kann, wenn in dem Integral von Glg.(6) vor dem
Sinus der Faktor & auftritt. Deshalb kann es zu einer z-Orientierung des Dre-
himpulses nur in einem ortsabhéngigen “Storfeld” B, (r) kommen.

Nun ist

E,+2m
/ £ sin(€ + ag) d§ = —27 cosay . (8)

v



E,+27
/ ¢ sin(€ + ag) d§ = —27 cosay . (8)

v

Der Winkel «, mit dem die verschiedenen Atome nacheinander in das Streufeld
eintreten, ist statistisch gleichméfig {iber das Intervall (0, 2x] verteilt. Atome,
die mit einem Winkel a zwischen 5 und 37” in das Streufeld eintreten, erfahren
eine Zunahme ihres Spin-Drehimpulses in z-Richtung und werden innerhalb des
Magneten nach oben abgelenkt. Bei der (statistisch) anderen Hélfte der Atome
mit —5 < agp < 5 ist AL, negativ, d. h. ihr Spin-Drehimpuls wird in Richtung
der negativen z-Achse aufgebaut, und deshalb werden diese Atome innerhalb
des Magneten nach unten abgelenkt.

Die Auftrennung des Atomstrahls in zwei Teilstrahlen hat also seine Ursache
nicht in der anfinglichen Orientierung des atomaren Spins bzgl. der Feld-
richtung im Inneren des Stern-(erlach-Magneten!



T 37

Mittelt man cosag iiber das Intervall (%, %], aus dem Atome im Magneten

nach oben abgelenkt werden, dann erhélt man fiir das Integral von Glg.(8)

1 3mw/2 E,+2m
—/ / € sin(€ + ag) d€| dag = 4.
T Jr/2 y

Damit nimmt Glg.(6) die Form an:

AL, = z'”: AL,(v)

r=1

mit

ALz(V) — 4fga:x Vat ,MJ_(V) w%(y)

wobei aus formalen Griinden ein Faktor Av = 1 hinzugefiigt worden ist.

Av, 9)



Aus den GIn.(2), (3) und (7) folgt

=Vqt by
A~
2 A 1%
wrp(v)t, =v2r = adt (V)J;_‘j a t,,
und daher wird
h h
t,2/ = i v, also 2t,At, = i Av .

M1 (7/> fgz:c Vat

Damit ergibt sich fiir Av

Ay — 201 (7/) fgzxvat
mh

t, At,, .

2N (V> fgzw Vot v~

(10)



Setzt man dies in in Glg.(9) ein:

1
ALZ =4 xzx Ya A ?
(v) foza Vat pho (V) W2 (V) v
und beachtet noch
2 Ml (V) fQZac Vat 1 h2 L !
wr (V) = t,, also =
L( ) A (,uL(l/)2 1 [,UJ_(V) fgzx vat]Q t%
dann erhilt man 2% 1
ALZ(V) = fga::z: Atl/
70 fgzaj tl/
Demnach wird
_ (v) _~ Ja — At,
h v=1 h T fgz =1 122

Y

(11)



T

Der Ausdruck A;fz muss spitestens in der Zeit 7', in der die Atome
das Streufeld durchfliegen, gleich Eins werden, damit das Ergebnis
des Stern-Gerlach-Versuchs erklirt werden kann.

Die rechts stehende Summe zerlegt man vorteilhaft in der Form

’n,ol

1 1
;EN Z At ngw

r=ny

wobei ng — 1 die Zahl der ersten Prézessionsperioden in einem noch kleinem
Streufeld bezeichnet, das noch keine wesentliche Verdnderung in der Spinorien-
tierung bewirkt hat. Die zweite Summe kann ndherungsweise durch ein Integral
dargestellt werden

Z At / @zlnz.
b to

Vno



Z’” 1 Tt T
t, t to
ryr=no

to

Dabei ist £ im Sinne der Naherung, die der Glg.(10) zugrunde liegt, folgender-
maiflen festgelegt:

T h
M1 (V) fgzaz Vat .

2t9 At, = (13)

Die Ndherung bestand in der Annahme

At,

A2y, ~ 2tg At,, also ;
0

=€ mit e 1,

und wir betrachten hier |

10

als ausreichend klein. Damit nimmt wegen 2ty At, = 2¢t2 Glg. (13) die Form
an

€

b Smh 14
T :LLJ_(V)fgszat. ( )



Nun ist
Jgza Var = 1T em 102 ems t=10°T s 1

und
pt = g =5.79-10"°eV T ' Brh=10""eVs.

Also wird

57 h 1
( )7; = 107462 =173-10"6s2 ¢, =4.16-10"%s.
M1 \V) Jgzx Vat .

Das Durchfliegen des Streufelds von der Ausdehnung Ax = 0.5 ¢cm erfordert eine

Zeit T 05
T Dem

_ —6
- 105cm s =0 107




Damit wird

T 500
In— —1n 22 — 4
no-=hg =4,

und also ergibt sich mit Verwendung von Glg.(12) fiir die rechte Seite von
Glg.(11) unter der Annahme

max

fgzwafgx:c und Hl1 =M, = UB

2 forr = 1 2 foao T 1
_fg Z—Atyw—fg In—=—-4.79~1.5.

T fgza: =1 ty T fgza: tO ™




Ist u; um den (positiven) Faktor ¢ < 1 kleiner als pp, dann gilt

to = tgnn/\/aa

wo tI"" die bisher mit ¢y bezeichnete Zeit bedeutet wenn man in Glg.(14) py
mit pup identifiziert, also mit dem Maximalwert, den 1, annehmen kann.

Nun ist
1 T 1 T \/a B

1 T 1
— In—=—1 = — : — 1 .
T nto T H e T n%nm +7r n\/q

J

"

=1.5

Da fiir eine vollstdndige Orientierung aller Momente in z-Richtung mindestens

% = 1 zu fordern ist, muss also gelten

1 0.5
—Iny/g=— Ing=—-0.5,
7 7

das heifit
g=e " — q=0.04.



Wenn ein Atom in das Streufeld einfliegt und sein magnetisches Moment dabei
den Winkel 6 mit der z-Richtung einschlief3t, dann ist

, = pup sinb .
=q

Der kleinste Winkel 6,,,;,,, von dem ab eine vollstdndige Orientierung nicht mehr
stattfindet, ist also gegeben durch

Oin, = arcsin0.04  — 60, = 2.4 .

Es ist aber zu beachten, dass die Ablenkung im inhomogenen Feld des Stern-
Gerlach-Magneten proportional zu

[ = pup coso — ) (Omin) = 0.999 pup

ist, also nur 0.1% kleiner als bei kompletter Ausrichtung. Das heifit, die unvoll-
stdndige Restorientierung wirkt sich in praxi nicht aus.



Im folgenden untersuchen wir den Ursprung des Teilchenspins und
dessen Verhalten im Magnetfeld

Wir beschrinken uns auf den einfachsten Fall des Elektrons in einem Wasser-
stoffatom, im Bild als blaue Kugel schematisiert. Auf dem weifl gezeichneten
Querschnitt deuten die Punkte Positionen an, die das Elektron sehr schnell
nacheinander annimmt. Die Punkteverteilung soll der des 1s-Grundzustands
entsprechen. Da das Elektron in keinem der Punkte ruht, sondern unter der
Wirkung stochastischer Vakuumkrifte eine Art Zitterbewegung ausfiihrt, ist
diese Bewegung im nédchsten Bild durch Pfeile angedeutet.



In der Zeichnung ist eine Achse durch das Atomzentrum und senkrecht zur
Zeichenebene ausgezeichnet worden, zundchst noch willkiirlich. Spéter soll sie
mit der Richtung eines magnetischen Feldes iibereinstimmen. Der griine Pfeil
steht symbolisch fiir die momentane Geschwindigkeit zu irgendeinem Zeitpunkt.
Diese Geschwindigkeit wird in eine (rote bzw. blaue) Komponente senkrecht zu
der ausgezeichneten Achse zerlegt und in einen Restvektor, der fiir die weiteren
Uberlegungen keine Rolle spielen wird. Auferund des stochastischen Charakters
treten rote und blaue Pfeile im Mittel gleich oft auf. Die Untermengen von
roten bzw. blauen Pfeilen beschreiben Situationen des Elektrons zu positiven
bzw. negativen Drehimpuls, den wir mit dem Spin des Elektrons identifizieren.



Zerlegung der Wahrscheinlichkeitsdichte in spinklassifizierte
Teildichten

p(r) = lal*pr(r) + [b]*py ()

Die Teildichten sollen einzeln auf eins normiert sein:

/pT(l)(r) dST: 1.
v

Dann folgt:

al* + b = 1.

Eine Abbildung der Zerlegung der Wahrscheinlichkeitsdichte auf eine Zerlegung
der Wellenfunktion:

Y(r) =ar(r) + by (r)

ist nicht moglich, da

p(r) = ¥* (r)(r) = f*w}k (r) athy (r2+§*¢f(r) bwl(TZ—l—(Mischterme #0).

Ve Ve

=lal?p1 () =[b[Zp, ()




Ersetzt man aber ¢(r) durch einen zwei-komponentigen Spaltenvektor ()

(>Spinor<)
v = (G0 ) =aum (o) v (1)
mit
| eyt =1

und ersetzt entsprechend *(r) durch den zwei-komponentigen Zeilenvektor
Y7 (r) (den »adjungierten Spinor<)

v(r) = (a*yi(r), b*¥i(r)) |

dann wird wunschgemaéf:

T (r)(r) = a*a i (r) Y (r) + 6"y (r) ¥ (r) = p(r).



Wegen

/ p(r)d®>r =1 folgt fiir die Normierung des Spinors:
.

/ ot ()(r) P = 1.
g

Wir betrachten jetzt das Atom in einem homogenen magnetischen Feld in der
Richtung, die wir durch die Wahl der Spinororientierung (die z-Richtung) fest-
gelegt haben B = B, e,.

Die zu T bzw. | gehorenden Dichten der magnetischen Wechselwirkungsenergie
sind dann, wenn wir das Bohrsche Magneton pp aus experimentellem Befund
als bekannt voraussetzen:

—ppB. aP U}(r) ¥r (1) bazw. 4 ppBe b (1) (r)

Also ist die gesamte magnetische Wechselwirkungs-Energiedichte :

~ppBe (0 67 (r) aty(r) = b 97 (r) by (r)



Uagn. (1) = —ppB. (@ (1) avy (r) = b 0] (r) by (1))

Die Schreibweise dieses Ausdrucks lédsst sich sehr vereinfachen, wenn wir B,
formal durch eine Matrix ersetzen:

B, 0
2=(5 )
Da 1 (r) eingefiithrt war als

v = (0 ) =awnm () +ou (1)

Also kann man wy,qgn(7) schreiben in der Form:

[iss

P(r).

umagn.(r) — —¢+ (’I") HUB



Ebenso kann man den analogen Ausdruck

a™ i (r )Hale( r) + by (r )wai( )
in der Form schreiben:

Wi (r) H y(r).

Dabei ist H der Hamilton-Operator des Elektrons im Magnetfeld zum Vektor-
potential A(r):

o BocAm)? o

2m0

Demnach wird der Erwartungswert der Gesamtenergie bei Anwesenheit eines
Magnetfeldes

<i‘.\’/> — <ﬁ>+/umagn.(r)d3ra
%



AN

<H> = <H-> —I—/ Umagn. (1) d°T
%
was sich also in der Form schreiben lasst:

~ (1 0
(7).

In der nicht-relativistischen Quantenmechanik ohne Spin machen Eigenzustidnde
Y, (r) den Erwartungswert des Hamilton-Operators zum Extremum, und die
Schrodinger-Gleichung stellt daher die Euler-Lagrange-Gleichung des zugehori-
gen Extremalproblems dar.

< >= [ vt {E- s B} v d

mit

[insy

Fordert man im vorliegenden Falle mit Spin ganz analog, dass i (r) den Er-

wartungswert < H' > zum Extremum machen soll, dann ergibt sich als Fuler-
Lagrange-Gleichung die nicht- relativistische Pauli-Gleichung:



Es lasst sich zeigen, dass die Gleichung im zeitabhéngigen Falle die Form an-
nimmt:



Die Cayley-Kleinschen Parameter, Paulische Spinmatrizen

Ublicherweise beschreibt man die Drehung eines Koordinatensystems in der
Form:

/

i i
y | =A-| v
2! z

Dabei bezeichnet der Spaltenvektor ' im gedrehten Koordinatensystem densel-
ben Punkt, der im urspriinglichen Koordinatensystem durch den Ortsvektor r
gekennzeichnet ist, und A ist die zugehdrige orthogonale Drehmatrix.

Man kann zur Kennzeichnung der Drehung die drei Eulerschen Winkel ¢, 60, ¢
einfiihren, die eine Drehung in drei Schritten beschreiben:



[~
I
flse
[
IS

cos¢ sing 0
D = —sing cos¢ 0 1. Drehung: Winkel ¢ um 2
0 0 1
1 0 0
Cc = 0  cosf sinf 2. Drehung: Neigung der z-Achse um 6
0 —sinf cosd
cosy siny 0
B = | —sing cosy 0 3. Drehung: Winkel ) um 2’

0 0 1




Verbliiffenderweise lédsst sich diese Abbildung (x,y,z) — (z,y’, 2") vollig dqui-

valent, aber auf ganz verschiedene Weise beschreiben. Die Idee hierzu stammt
Felix Klein (1910).

Statt den Ortsvektor r durch einen Spaltenvektor darzustellen, kennzeichnet
man ihn durch die 2 x 2-Matrix P(r) der Form:

Pla,y,2) = ( z T — 1y >

T+ 1y —Zz

Der 3 x 3-Matrix A entspricht jetzt eine 2 X 2-Matrix ), welche konkret die
Form hat: o

v 0

av.ow) = (2 F)

Die zu @) adjungierte Matrix sei mit Q+ bezeichnet:

Q.o = (5 )



Die Matrixelemente «, 3,7, 0 ergeben sich aus der Herleitung
(s. z.B. H. Goldstein: Klassische Mechanik) zu :

S o G .
2

ok =6) g

B = ez sin —
2

i v

v o= e 2% gin —
2

~EWHD) g O

0 = e 2 COS —
2

Sie heiflen > Cayley-Kleinsche Parameter<

Felix Klein zeigt nun, dass

2’ x — iy
g/(xlvylvzl) — Q[@(JI,?J,Z)} Q+ - ( x + iy —Z/y )

genau die gleiche Transformation liefert wie ' = A mit der weiter oben fest-
gelegten Bedeutung von A = BC D.



Die Matrix B war eingefiihrt worden in der Form:
B, 0\ 10
(% 5 )=m(0 )
In Kleinscher Darstellung hat der Punkt » = (0,0, z) die analoge Form:

e=(5 )

Konsequenterweise ist also zu fordern, dass sich B unter Drehung des Koordi-
natensystems wie der Vektor B transtormieren soll, d.h. analog zu P:

[iss

B =QBQ".

In allgemeiner Lage des Koordinatensystems hat dann é’ die zu g’ analoge
Form, wenn man den oberen Strichindex zur Vereinfachung wieder weglésst:

B B,  B,—iB,
~\ B,+iB, -B. |

[iss



[ise

B B.  B,—iB,
~\ B,+iB, -B,

Diese Matrix lasst sich in der folgenden Weise zerlegen:

észgx‘l‘Bygy+BzU :

wobel die drei Matrizen auf der rechten Seite die Form haben:

(0 1 (0 —i (1 0
Zo =\ 1 0 Zy=\i 0 Z:~ 0 -1 )

spater als > Spinmatrizen< bezeichnet (Pauli 1927)

Ublicherweise fasst man sie zu einem Vektor zusammen:

Qy
|
ISHIS
8

oder c=0 e, +0 e, +0 e,.
— =y —z

<

IS
l\z



Damit kann man die Matrix
észgx+Bygy+Bzgz
formal als Skalarprodukt zweier Vektoren schreiben:

B=B.o.

Anstelle von

[E(T) - ,UBE} Y(r,t) =ih —y(r,t)

hat man also bei allgemeiner Lage von B:

(E—MBB-a)g(r):m—w(r).



Da sich die Wechselwirkungs-Energiedichte bei einer Drehung des Koordinaten-
systems natiirlich nicht dndert, ist zu verlangen:

Unag (1) = ey (') d.h. = 7 (1) upB (r) = —'* (') Bl /().

Man kann sehr leicht zeigen, dass dies gewéhrleistet, wenn
/ I+ i + A+
Y = Qv und entsprechend ¢ = (Q w) =y Q.

Zur Beschreibung der Spinorientierung in einem Magnetfeld sind die beiden
Winkel # und ¢ ausreichend. Man kann ohne Beschriankung der Allgemeinheit
den Winkel 1 speziell wiahlen. Es empfiehlt sich, ¥ = —n/2 zu setzen. Die
Projektion des Einheitsvektors e/, in die urspriingliche x/y-Ebene schliefit mit
der x-Achse einen Winkel ¢ ein, der mit dem Eulerwinkel ¢ in der Beziehung
steht:

v



Dann nimmt Q die meist benutzte Form an:

—exp[fo(r)] sin 252 exp[—Le(r)] cos ()

Die Uberlegung, mit der wir die Einfithrung des Teilchenspinors P(r ( ) begriindet

haben und die uns eine Darstellung der Wechselwirkung mit dem &dufleren Ma-
gnetfeld in der einfachen Form

N I

ﬁm&/NWMWW—W%MMﬂfT

lieferte, erlaubt uns, in ganz analoger Form auch den Erwartungswert des spin-
artigen Drehimpulses anzugeben:

h
<So>= o [ [l o) = R [0y (r) ] dr.

Dabei betrachten wir den Betrag des Spin-Drehimpulses ebenfalls als einen
experimentellen Befund.



h
<S.>= 2 [ [l ()P - bF by (r)P] dr.

Dieser Ausdruck lésst sich mit Hilfe einer zu B . analogen Matrix

i1 0
éz_§(0 —1)

wieder kompakt in der Form schreiben:

< S, >= /f(r)gzg(r) &P

Wenn () die Form hat:

dann wird ersichtlich

<5, >= /gjL(r)ézg(fr) dr=+=.



In allgemeiner Lage gilt dann analog zu der Transformation von B .

éz’ :_ézg—i_
S, lasst sich analogzu B , =B -0 =Byg _+ Bygy +B.0
schreiben in der Form
h. A A
éz’ — 5 [Oéa;U —I_Oéyg _I_&Zgz]

Dabei sind &, oy, &, die Komponenten des Einheitsvektors e,/ in Richtung der
2'-Achse:

O, = Ccos @ sin 6
&y, = sin o sin ¢
a, = cosf.

Es empfiehlt sich, einen zu ¢ analogen Vektor S zu definieren durch die Fest-
setzung:

= h
Qi
27

> Spinoperator< .



S, =

in der Form schreiben:

und damit wird:

< S >= /¢+ r)S  p(r)dr=e. <G>

wobei < § > eine Abkiirzung ist fiir den Ausdruck:

<<§>ci/gﬁ@ﬁ§g@oﬁr



Spin-Préizession im Magnetfeld

Wir wollen den Fall der ungestorten Prézession eines atomaren Spinmoments
in einem Magnetfeld beschreiben. Die Richtung des statischen homogenen Mag-
netfelds legen wir in die z-Achse eines rechtwinklig-kartesischen Koordinaten-
systems und beschreiben die Lage des Spinmoments in einem gestrichenen Ko-
ordinatensystem z’/y’/z’, das bzgl. des ungestrichenen Koordinatensystems um
die oben eingefithrten Winkel 6, ¢, ¢)(= 0) gedreht sein soll.

Das Spinmoment liege in Richtung der z’-Achse. Der zugehorige Spinor hat also
im gestrichenen Koordinatensystem die Form:

1
W) =) ()
N——
E@bo (’)")
Im ungestrichenen Koordinatensystem hat der obige Spinor die Form:

6(r) = Q) = (e cosg (o )+ valr) e s (1),

=, (r) —u, (r)



Y(r) besteht also aus der Summe zweier Spinoren:

D(r) = iy () + 1y, ().

Ohne dufleres Magnetfeld erfiillt jeder der beiden Spinoren die nicht-relativistische
zeitunabhingige Pauli-Gleichung fiir B = 0, da 1y(r) der entsprechenden zei-
tunabhingigen Schrodinger-Gleichung geniigen soll.

Ist aber B, # 0, dann gehoren die beiden Spinoren zu verschiedenen Energien
Eo1()) = Eo = up B, und daher kann ihre Summe jetzt nicht mehr Lésung der

zeitunabhingigen Pauli-Gleichung sein. Es gilt nur noch einzeln

[[/—\I(T) - 'LLBQ} gOT(l)(Ir) — EOT(U %OT(l)(T) :

Dagegen befriedigt die Summe der Spinoren
_ —LtE t
Pory (T8 = Yoppy (r) e m 10

nur die zeitabhingige Pauli-Gleichung mit Magnetfeld.



Man erhélt demnach im Magnetfeld bei schriger Lage des Spinmoments

’QD(T‘,t) = %OT(T) e_%EoT t 4 QOl(r) 6—%Eol t

und nach Einsetzen von % ) (l)(r):
A(p—wrg t) 9 1 ) —wr t 9 0 .
y("“at) = tho(7) G_Z@TL COS§ (()) +e@% sin§ (1)] e~ rEot

Dabei haben wir Fot () = Eo+pup B, verwandt und die Frequenz wp, eingefiihrt
durch die Definition:

EOT — Egi — Q,MBBZ — th .

Bildet man nun entsprechend
@jL('r', ) = %’jL(fr",t) Q

und berechnet den Erwartungswert von S , dann ergibt sich:



<§>= [utrnSurndr = [¢F0.0Q5Q v @y

h
= — |cos(p —wrt) sinfe, +sin(p —wrt) sinfe, +cosfe,]| .
9 g Y

Hieraus folgt wegen Mgpm = ﬁ g < S > und g =2:

MSp’in = pp |cos(¢ —wrt) sinf e, +sin(p — wrt) sinfe, + cosbe,] .

Dieses Resultat ergibt sich also konsequent aus der Quantenmechanik, d. h. aus
der zeitabhangigen Pauli-Gleichung, erlaubt aber eine vollig klassische Interpre-
tation:

< S >und M spin bewegen sich auf einem Kreiskegel mit einem Offnungswinkel
20 um die Richtung des Magnetfeldes, wobei ihre Projektionen auf die x/y-
Ebene mit der so genannten >Larmor-Frequenz< w;, um die z-Achse rotieren.
Diese Préazessionsfrequenz war gegeben durch:

W :/'LBBZ
YO

Sie nimmt also mit wachsendem B, zu, aber der Offnungswinkel 26 bleibt un-
verandert.



Die Préazessionsbewegung ist vollig analog zu der eines klassischen Kreisels im
Schwerefeld der Erde, der mit der Kreisfrequenz w um seine Symmetrieachse
rotiert und dessen Prézessionsfrequenz wp fiir wp < w gegeben ist durch:

Fr,
wp = 7 .

Dabei ist L der Betrag des Kreiseldrehimpulses, F' der Betrag der am Kreisel-
schwerpunkt angreifenden Schwerkraft und ry der Abstand des Schwerpunkts
vom Stiitzpunkt der Kreiselachse. Wirkt anstelle des Schwerefeldes ein magne-
tisches Feld auf den Kreisel und besitzt dieser ein magnetisches Moment g, so
gilt F'ry = upB,. Setzt man dies in die klassische Beziehung fiir wp ein und
verwendet L = R /2, so ergibt sich genau der Ausdruck fiir die Larmor-Frequenz.

Gélte auch fiir den spin-artigen Drehimpuls der klassische magneto-mechanische

Parallelismus Mgpin = g 2;0 < S > mit g = 1, dann wére das magnetische Mo-

ment gleich % g und die Prazessionsfrequenz um den Faktor 2 kleiner als bei

h

einem klassischen Kreisel mit demselben Drehimpuls 3. Die oben festgestell-

te Ubereinstimmung mit dem Prézessionsverhalten eines klassischen Kreisels
spricht also sehr fiir den anomalen Wert yp des magnetischen Moments.




Diese Ubereinstimmung ldsst sich auch durch folgende Uberlegung evident ma-
chen. Es war:

Magpin = i3 [cos(yp — wpt) sin ey + sin(p — wyt) sinf e, +cosfe,] .

Nun folgt aus der vorausgehenden Gleichung fiir < S >:

< 8 >=up B, [sin(p — wrt) sinfe, — cos(p — wrt) sinfe,| ,

dt
.. B, . .
wobel wir wy, = “;fT benutzt haben. Schreiben wir B = B, e, und beachten
e, Xe,=—e,;; e, xXe,=e;, und e, xe, =0,

dann lésst sich die rechte Seite der obigen Gleichung offenbar schreiben:
pup B, [sin(p —wrt) sinf e, — cos(p —wrt) sinfe,] = Mgpin X B .

Also wird:

d - .
o7 <S5 >= Mgpin X B “Blochsche Gleichung” .

Dies ist die klassische Bewegungsgleichung fiir die Drehimpulséinderung eines
Kreisels, auf den das Drehmoment Mg,;, X B wirkt.



