Unterricht

Die Stabilitat der Sterne

von Friedrich Herrmann und Holger Hauptmann

Einleitung

Die Entwicklung des Lebens auf der Erde
war moglich, dank der gleichméBigen
Einstrahlung von der Sonne iiber einen
Zeitraum von mehreren Milliarden Jah-
ren. Dieses Verhalten ist aus physikali-
scher Sicht keineswegs selbstverstind-
lich. Der gesamte nukleare Brennstoff,
4. h. der Wasserstoff, ist von Anfang an in
:r Sonne gespeichert, und vergleicht
man die Reaktion in der Sonne mit einer
irdischen Verbrennung, entspricht sie ei-
nem Ofen, in dem Brennstoff und Sauer-
stoff fiir die gesamte Lebensdauer gespei-
chert ist — eine ziemlich explosive Mi-
schung!
Man konnte die Sonne auch mit einem ir-
dischen Kernreaktor vergleichen. Auch
dort wird der ,Brennstoff” fiir mehrere
Jahre im Reaktor gespeichert. Allerdings
ist der Kernreaktor mit Steuerstiben aus-
gertistet, die als Teil einer aktiven Riick-
kopplung fiir eine konstante Reaktions-
umsatzrate sorgen.
Wer sorgt aber daftir, dass die Reaktionen
in der Sonne so gleichméBig ablaufen?
Welcher Riickkopplungsmechanismus
hindert die Sonne daran, wie eine gigan-
tische Wasserstoffbombe zu explodieren?
Die Erkldarung hiangt mit einer Eigen-
schaft der Sterne zusammen, die oft als
egative spezifische Warme” bezeichnet
.«rd. Was hat man darunter zu verste-
hen? Fiihrt man einem System Warme,
d. h. Energie und Entropie, zu, so nimmt
seine Temperatur unter normalen Um-
standen dabei zu. Ein System mit negati-
ver spezifischer Warme verhilt sich ge-
nau umgekehrt: Bei Warmezufuhr nimmt
seine Temperatur ab.
Wir mochten zunachst mit der Sonne ein
paar Gedankenexperimente durchfiihren,
um deutlicher zu machen, worin diese Ei-
genschaft genau besteht.
Wir stellen uns zunéachst vor, die Warme-
quelle in der Sonne sei nicht eine Fusi-
onsreaktion, sondern ein grofer Tauch-
sieder. Wir sind damit in der Lage, die
Warmezufuhr beliebig ein- und ausschal-
ten zu konnen. Ebenso wollen wir die
Wairmeabgabe, die ja normalerweise
durch die Strahlung erfolgt, nach Belie-
ben ein- und ausschalten kénnen. Dazu
platzieren wir um die Sonne herum einen
grofien spharischen Spiegel, den wir auch
wieder wegnehmen konnen, Bild 1. Mit

Hilfe von Tauchsieder und Spiegel kén-
nen wir also die Warmezufuhr und die
Wérmeabgabe beliebig regeln, und wir
kénnen so die innere Energie der Sonne
willkiirlich einstellen.

Wir beginnen nun mit dem Experiment.
Der Spiegel sei zunéchst in seiner Positi-
on, der Tauchsieder ausgeschaltet. Die
Sonne hat eine bestimmte Temperatur
und eine bestimmte Gro8e. Wir schalten
jetzt die Heizung fiir ein bestimmtes Zeit-
intervall ein, d. h. wir fithren der Sonne
Wédrme zu. Man beobachtet, dass die
Temperatur abnimmt, und die Sonne da-
bei gleichzeitig grofer wird. Danach neh-
men wir den Spiegel fiir ein bestimmtes
Zeitintervall weg, d. h. wir lassen die Son-
ne Wiarme abgeben. Wir beobachten, dass
die Temperatur der Sonne zunimmt und
das Volumen abnimmt, die Sonne wird
kleiner.

Sonne

Spiegel

Bild 1: Gedankenexperimente mit der Sonne,
Wiirmezufuhr und -abgabe konnen mit Hilfe
des Tauchsieders bzw. des Spiegels ein- und
ausgeschaltet werden.

Wenn sich die Sonne tatsachlich so ver-
halt, kann man ihre Stabilitit leicht ver-
stehen: Wie bei jeder chemischen Reakti-
on, so nimmt auch die Umsatzrate jeder
Kernreaktion mit der Temperatur zu.
Wenn nun die Energieproduktionsrate,
und damit die Wiarmezufuhr, aus irgend-
einem Grunde, durch irgendeine Sto-
rung, einen zu groffen Wert annimmt,
wird die Temperatur aufgrund der nega-
tiven spezifischen Warme abnehmen. Die
Folge ist, dass die Energieproduktionsra-
te wieder kleiner wird, die Stérung wird
korrigiert. Wird die Warmeproduktion in
die andere Richtung gestort, d. h. sinkt sie
unter den ,Sollwert”, so nimmt die Tem-
peratur zu und als Folge auch die Ener-

gieproduktionsrate. Die Warmeprodukti-
on wird also wieder in Richtung Sollwert

korrigiert.

Dies war eine Be-
schreibung  des
Verhaltens der

Sonne, erklart aber
noch nicht die Ur-
sache dieser unge-
wohnlichen Eigen-
schaften. Wie
kommt die negative
spezifische Wirme
der Sonne zustande?
Betrachtet man ty-
pische Lehrbiicher
zur Astrophysik,
erhdlt man den
Eindruck, dass
dies nicht einfach
zu verstehen ist.
Um die Sterne zu
beschreiben, wer-
den mehrere Va-
riablen ausge-
wahlt: Temperatur,
Druck, Dichte, Ener-
gieproduktionsrate,
Leuchtkraft (d. h.
Energiestromdich-
te), Opazitit und
Masse. Um diese
Variablen mitein-
ander zu verkniip-
fen, werden die fol-
genden Gesetze
verwendet: Das all-
gemeine Gasgesetz,
das Gravitationsge-

Die nukleare Fusions-
reaktion in Sternen ist
stabil aufgrund der
negativen spezifischen
Wiirme des Systems.
Beim Blick in die
Fachliteratur erhilt
man den Eindruck,
dieses Phinomen sei
ein Ergebnis des kom-
plizierten Zusammen-
spiels zwischen den
untersuchten physika-
lischen Grofien, die als
Feldgrofien iiber ein
Differentialgleichungs
system zusammen-
hingen. Wir stellen
ein einfaches Modell-
system vor, das ohne
Differentialgleichun-
gen behandelt werden
kann.

setz, die Erhaltungssiitze fiir Masse und En-
ergie, das Stefan-Boltzmann Gesetz und die
hydrostatische Gleichgewichtsbedingung.
Zusitzlich werden einige Niherungen
benotigt und anpassbare Parameter ein-
geflihrt. Lasst man darauf nun die Ma-
thematik los, erhilt man als Ergebnis eine
vollstandige Beschreibung der mechani-
schen und thermodynamischen Eigen-
schaften der Sterne.

Nach diesen Berechnungen scheint die
Stabilitat der Sterne das Ergebnis des
komplizierten Zusammenspiels der vie-
len Variablen des Systems zu sein und
mit der speziellen Werteverteilung der
Grofsen innerhalb des Sterns zusammen-
zuhdngen. Wenn numerische Ergebnisse
oder zumindest Gré8enordnungen inter-
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essieren, kommt man um solche Berech-
nungen natiirlich nicht herum. Will man
aber die zugrundeliegende Physik verste-
hen, scheint dies nicht der giinstigste Weg
zu sein. Um ein Phanomen physikalisch
zu verstehen, ist es haufig am besten, die
einfachsten Bedingungen zu betrachten
unter denen es auftritt. So lernt man nicht
nur, wovon es abhangt, sondern ebenso —
was genauso wichtig ist — wovon es nicht
abhangt.

Wir haben uns daher gefragt, ob man die
negative spezifische Wiirme der Sonne nicht
auch ohne die Betrachtung von Feldgrifien
verstehen kann? Kann man dasselbe Verhal-
ten auch an einem homogenen System beob-
achten, ohne ein Differentialgleichungssy-
stem losen zu miissen? Die Antwort ist ,,ja”,
man kann dieses Verhalten der Sterne an-
hand eines einfachen Modells verstehen,
das wir im folgenden Abschnitt vorstel-
len wollen.

Energie und Entropie

Bild 2: Ein Sternmodell. Die Gleichgewichts-
position des Kolbens ist vom Energieinhalt
des Gases abhiingig. Wird dem Gas Energie
(und Entropie) zugefiihrt, bewegt sich der
Kolben nach rechts, d. h. das Volumen nimmt
zu, und die Temperatur des Gases nimmt ab.

Ein Sternmodell

Beschreibung des Modells

Bild 2 zeigt unser Sternmodell. Es ist al-
lerdings ein Modell, mit dem wir nur in
Gedanken experimentieren. Die prakti-
sche Realisierung wiirde an der Reibung
und der schlechten Wirmeisolation
scheitern.

Wie funktioniert dieses Modell? Wihrend
das Gas eines echten Sterns durch die
Gravitation zusammengehalten wird,
wird das Gas unseres Modellsterns durch
den Zylinder mit dem Kolben zusam-
mengehalten. Wir nehmen an, wir konn-
ten den Warmefluss, d. h. den Fluss von
Energie und Entropie, in das Gas und aus
dem Gas steuern. Wird das Gas geheizt,
ist der zugefiihrte Energiestrom P mit
dem zugefiihrten Entropiestrom I, durch
die Gleichung P = T - I, verkniipft. Solan-
ge dem Gas Energie in Form von Warme
zugefiihrt wird, verldsst ein anderer En-
ergiebetrag das Gas tiber den Kolben. Die

zugefiihrte Entropie bleibt dagegen im |

Gas gespeichert.

Auf den Kolben wirken zwei Krifte, die
Kraft F,(x) vom Gas und die Kraft F,(x)
durch das Gewicht und die Kolbenstan-
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ge. Indem man der Rille, auf der die
Schnur mit dem Gewicht lauft, eine ge-
eignete Form gibt, kann man den Zusam-
menhang zwischen der Kraft F,(x) und
der Position x des Kolbens beliebig
wihlen. Wir formen die Rille so, dass fiir
das Kraftgesetz von F,(x) gilt:

Hierbei soll C, eine positive Konstante
und 1 < a < ysein; yist der Adiabatenko-
effizient des Gases.

Das mechanische Gleichgewicht
des Systems

Wir beginnen mit einer Untersuchung
der mechanischen Stabilitdt des Systems.
Daher verhindern wir zunédchst jeden
Wairmeaustausch des Gases mit der Um-
gebung. Die Entropie des Gases ist daher
konstant und der p-V-Zusammenhang
des Gases ist: p - V" = const. Da F, < p und
V o< x ist, erhalten wir das Kraftgesetz des
Gases:

G e ..
1(3( ) =—-, mit einer positiven Konstan-
%

te C,, die vom Entropieinhalt des Gases
abhangt.

Die mechanische Gleichgewichtsbedin-
gung fiir unser System ist:

F(xo)=ﬂ(xo)+Fz(xg):S—;—C—j:0. Q)

0 0
Sie kann erfiillt werden fiir alle Werte von
C.,C, aund y.
Um zu sehen, dass es sich um ein stabiles
Gleichgewicht handelt, berechnen wir die
Ableitung von F(x) an der Stelle x = x;:

25 %+0( Cflz(—yﬂx) Cf'l.
dx X 3 0

0

Im zweiten Schritt wurde die Gleichge-
wichtsbedingung (1) verwendet. Da a < y

: dF(x)
ist, folgt T

<0, 4.h. fiir kleine Ab-

weichungen von der Gleichgewichtsposi-
tion kehrt das System zu x, zurtick.

Systemverhalten bei
Wirmeaustausch

Wird dem Gas Warme zugefiihrt oder
entzogen, bewegt sich der Kolben, bleibt
aber immer im mechanischen Gleichge-
wichtszustand. Wir wollen den p-V-Zu-
sammenhang des Gases fiir diese Gleich-
gewichtszustinde bestimmen. Mit F,(x) =
— F,(x) erhélt man F,(x) = C,/x"

Unter Beachtung von F, o< p und V e x

e
v mit einer Konstanten
C. Im p-V-Diagramm erhalt man eine Hy-
perbel, deren Exponent a zwischen 1 und
v liegt, also zwischen dem einer Isother-
me und einer Isentrope.

folgt: p(V)=

Gleichgewichtszustande
des Modellsystems

Bild 3: Die fett gedruckte Kurve zeigt die
stabilen Gleichgewichtszustdnde des
Modellsystems. Verfolgt man die Kurve in
Richtung steigenden Volumens, trifft man auf
Isentropen mit wachsender Entropie.
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Gleichgewichtszustinde
des Modellsystems

Bild 4: Die fett gedruckte Kurve zeigt die
stabilen Gleichgewichtszustinde des
Modellsystems. Folgt man dieser Kurve von
kleinen zu grofien Volumina, schneidet man
Isothermen mit sinkender Temperatur.

Wir erinnern noch einmal daran, dass
diese Kurve Gleichgewichtszustande des
Systems beschreibt, die sich durch unter-
schiedliche Entropieinhalte des Gases un-
terscheiden. Wird dem Gas Warme zuge-
fithrt oder entzogen, durchlduft das Gas
diese Zustiande. In den Bildern 3 und 4
sind diese Zustande als fett gedruckte
Kurve eingezeichnet.

Bild 3 zeigt sie zusammen mit einigen
Isentropen. Man sieht, dass man beim
Durchlaufen der p-V-Kurve unseres Mo-
dells in Richtung gréSeren Volumens auf
Isentropen trifft, die zu immer groferem
Entropieinhalt gehéren. Da die Entropie-
zufuhr an die Warmezufuhr gekoppelt
ist, kann man schlussfolgern: Bei Warme-
zufuhr nimmt das Volumen des Gases zu.
Bild 4 zeigt die p-V-Kurve des Gases mit
einer Reihe von Isothermen. Auf dem
Weg von kleinerem zu gréflerem Volu-
men schneiden wir hier Isothermen von
abnehmender Temperatur. Anders aus-
gedriickt: Bei Warmezufuhr nimmt die
Temperatur des Gases ab.

Wiéhit man den Exponenten o zwischen 1
und y, verhalt sich unser Modellsystem
daher wie ein Stern, es hat eine negative
spezifische Warme. Wahrend bei der Dis-
kussion des mechanischen Gleichge-
wichts bereits klar wurde, warum o < y
sein muss, wird nun auch der Grund fiir
die Bedingung o > 1 klar. Fiir @ < 1 ist die
spezifische Warme des Systems positiv,



und fiir o =1 erhélt man gerade den
Grenzfall eines Systems, dessen Tempe-
ratur vom Entropieinhalt unabhingig ist.
Unser Modellsystem ist vollstindig re-
versibel, wahrend in einem Stern viele ir-
reversible Prozesse ablaufen, insbesonde-
re die Fusionsreaktion selbst und der
Warmetransport von der Reaktionszone
zur Oberflache. Das Modell zeigt aber,
dass diese Irreversibilititen keinen Ein-
fluss auf die Sternstabilitit haben.

Im folgenden Abschnitt wollen wir die
Energie- und Entropiebilanzen des Mo-
dells untersuchen und mit denen der
Sterne vergleichen.

Energie- und Entropie-
bilanzen

Die Energiebilanz
Unser System besteht aus zwei aneinan-
dergekoppelten Teilsystemen, die beide
1ergie speichern konnen:

~r. Das Gas. Seine Energie wird innere En-
ergie genannt.
2. Das System aus Gewicht und Kolben-
stange auf der rechten Seite.
Wird dem Gas Energie in Form von
Wirme zugefiihrt, kénnen wir nicht
schliefsen, dass diese Energie im Gas ver-
bleibt, da das Teilsystem ,Gas” mit dem
Teilsystem , Gewicht und Kolbenstange”
Energie austauschen kann. Tatsichlich
haben wir im letzten Abschnitt gesehen,
dass dabei die Temperatur des Gases ge-
ringer wird, und da bei einem idealen Gas
die innere Energie nur von der Tempera-
tur abhéngt, bewirkt die Zufithrung von
Warme eine Abnahme der inneren Ener-
gie des Gases. Anders ausgedriickt: Ob-
wohl wir dem Gas Energie zufiihren,
wird sein Energieinhalt geringer. Auch
wenn dies seltsam klingen mag, ist es
dennoch nicht paradox. Denn das Gas ist
ia mit dem zweiten Teilsystem verbun-

2, und wir schlieen also, dass bei der

Ubergabe eines bestimmten Energiebe-
trages an das Gas, mehr als dieser Betrag
an das Gewicht-und-Kolbenstange-Teil-
system weitergereicht wird.
Ein ganz dhnlicher Prozess lauft auch in
einem Stern ab. Ein Stern kann ebenfalls
in zwei Teilsysteme zerlegt werden; eines
ist die Sternmaterie bzw. das , Gas”, das
andere das Gravitationsfeld. Wenn wir
uns vorstellen, wir konnten die Energie-
zufuhr durch die Fusionsreaktion steuern
und den Energieverlust durch Strahlung
verhindern, zeigt uns das Ergebnis unse-
res Gedankenexperiments im ersten Ab-
schnitt bereits, was mit der zugefiihrten
Energie passiert.
Die Fusionsenergie wird zunichst dem
Gas zugefiihrt und man kénnte nun er-
warten, dass seine Temperatur steigt.
Statt dessen geschieht aber etwas ande-
res. Wird dem Gas eines Sterns eine be-
stimmte Menge Energie zugefiihrt, so
wird gleichzeitig ein groRerer Energiebe-
trag an das Gravitationsfeld weitergege-

Bild 5: Fiillt man Wasser in den linken
Behiilter, so sinkt der Wasserstand.

ben und der Stern expandiert. Tatsichlich
ist der an das Gravitationsfeld weiterge-
gebene Energieanteil gerade doppelt so
grof3, wie der urspriinglich dem Gas zu-
geflihrte, wie mit dem Virial-Theorem ge-
zeigt werden kann.

Wir sind daran gewéhnt zu beobachten,
dass der Betrag einer Erhaltungsgrofe
zunimmt, wenn wir einem System etwas
von dieser Grofe hinzufiigen. Um unse-
ren Schiilern den Gedanken plausibel zu
machen, dass dies nicht zwangslaufig der
Fall sein muss, zeigen wir ihnen ein hiib-
sches Experiment, Bild 5. Zwei Wasser-
behélter sind durch einen flexiblen
Schlauch miteinander verbunden. Der
rechte hdngt an einer Feder und ist durch
einen Karton verdeckt. Lisst man nun in
den linken Behilter zusitzliches Wasser
hineinlaufen, kann man beobachten, dass
der Wasserstand abnimmt. Anschliefend
nehmen wir den Karton weg und disku-
tieren die Funktionsweise der Anord-
nung. Damit dieses Experiment gelingt,
muss, wie man sich leicht uberlegen
kann, fur die Federkonstante D die fol-
gende Ungleichung erfiillt sein:

%A<p'3<D<A~p-g,

wobei A die Querschnittsfliche der Was-
serbehilter, p die Dichte des Wassers und
§ die Erdbeschleunigung ist. Die Unglei-
chung ist analog zur Bedingung 1 < a < y
fiir unser Sternmodell; der zweite Teil be-
wirkt, dass der Wasserstand bei Zugabe
von Wasser sinkt, wihrend der erste Teil

verhindert, dass die ganze Fliissigkeit in
den rechten Eimer ablauft.

Die Entropiebilanz

Die Entropiebilanz ist einfacher als die
Energiebilanz, da wir hier nur eines der
beiden Teilsysteme betrachten miissen.
Weder das Gewicht-und-Kolbenstange-
System in unserem Modell, noch das Gra-
vitationsfeld in echten Sternen kann En-
tropie speichern.

Wenn wir die Entrophiebilanz des Gases
diskutieren, miissen wir beachten, dass
der Entropieinhalt von zwei Variablen
abhéngt: dem Volumen und der Tempe-
ratur des Gases. Je grofler das Volumen
und je hoher die Temperatur des Gases
sind, desto mehr Entropie enthilt es. (Bei-
de Abhéngigkeiten sind logarithmisch
und mit Hilfe der statistischen Physik
leicht einzusehen: Die Zunahme von
Temperatur und Volumen entspricht je-
weils einer Vergroferung im Phasen-
raum.) Wir miissen daher bei der Unter-
suchung der Entropiebilanz des Gases
beide Faktoren beriicksichtigen. Im vor-
angegangen Abschnitt haben wir gese-
hen, dass bei der Warmezufuhr:

—das Volumen des Gases zunimmt,

- die Temperatur des Gases abnimmt.
Unter ,normalen Bedingungen”, d. h.
wenn das Volumen konstant gehalten
wird, fiihrt eine Entropieerhéhung zu ei-
ner Zunahme der Temperatur. Dass die
Temperatur trotzdem abnimmt zeigt,
dass die Volumenzunahme grof genug
ist, den Einfluss der Entropieerh6hung
auf die Temperatur mehr als zu kompen-
sieren. Dies gilt sowohl fiir das Gas in un-
serem Modell, als auch in einem Stern.
In beiden Fallen wird dies dadurch er-
moglicht, dass eine Volumenzunahme
um so leichter wird, je gréfer das Volu-
men bereits ist. Bei unserem Modell wird
dies durch die Form der Rille erreicht,
beim Stern durch den 1/r-Zusammen-
hang im Gravitationsgesetz.

Schluss

Die Stabilitat des nuklearen Brennens in
den Sternen wird durch einen Riickkopp-
lungsmechanismus erméglicht, der auf
der negativen spezifischen Wirme der
Sterne beruht. Diese negative spezifische
Wérme kann auch in einem einfachen
Modellsystem realisiert werden. Mit ei-
nem solchen Modell kénnen die mechani-
schen und thermodynamischen Eigen-
schaften der Sterne qualitativ verstanden
werden, ohne die Zuhilfenahme von Dif-
ferentialgleichungsystemen fiir Feld-
groflen.

(Aus einem Vortrag auf den XI. Tagen der
Schulastronomie 1997)
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