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Quantenstatistische Aufgaben — elementar gelost (I)

Vortrag am 14.5.91 im Rahmen des ,,Physikalisch-chemischen Seminars*

im Institut fiir Physikalische Chemie der Universitit Hamburg

Georg Job

Zusammenfassung: Zur Herleitung des Zusammenhanges der makroskopischen thermodynamischer Gréen mit den
quantenmechanischen Eigenschaften von Atomen oder Atomverbidnden wird in der Regel die statistische Thermody-
namik bemiiht. Sie gilt als notwendiges Hilfsmittel zur Losung von Aufgaben dieser Art, da ja ,,die phdnomenologi-
sche Thermodynamik als makroskopische Theorie grundsétzlich nicht in der Lage sei, Aussagen iiber atomare Systeme
zu machen®. Dieses festsitzende, ja priifungsrelevante Vorurteil zu korrigieren, ist Ziel dieser Darstellung. Es werden
verschiedene wichtige Ergebnisse der Quantenstatistik hergeleitet, wozu neben den bekannten Beziehungen aus der
Quantenmechanik praktisch nur das chemische Potential und dessen Konzentrations- und Energieabhingigkeit benotigt
wird.

1. Einleitung

Das hier behandelte Thema ist ein kleiner Ausschnitt aus einem umfassenderen Vorhaben.
Zweck dieses Vorhabens ist eine griindliche Durchmusterung aller derjenigen Bereiche der Che-
mie, die man unter der Uberschrift chemische Dynamik zusammenfassen konnte, mit dem Ziel,
das allen Teilen gemeinsame Begriffsgefiige aufzuspiiren und herauszuarbeiten. Das Bild 2 gibt
einen gewissen Uberblick iiber den damit umschriebenen Bereich. Wenn man die einzelnen
Stichworter durchgeht, sieht man, daf} sich darin fast alle Teilgebiete der physikalischen Chemie
wiederfinden.

Die chemische Dynamik ist von vielen Seiten gleichzeitig erschlossen worden. Sie hat daher
auch kein streng einheitliches Gefiige, einem Einkristall vergleichbar, sondern @hnelt eher einem
Polykristall, in dem verschieden geordnete Bereiche an mehr oder minder zufilligen, geschicht-
lich bedingten Grenzen zusammengewachsen sind (Bild 1). Man braucht sich also iiber stark dif-
ferierende Beschreibungsmuster fiir dhnliche Erscheinungen aus verschiedenen Bereichen nicht
zu wundern. Man vergleiche etwa die Begriffe und Gleichungen, mit denen man Vorgédnge wie
Stoffaustausch an adsorbierenden Grenzflachen, Protonenaustausch bei Sidure-Base-Reaktionen,
Elektronenaustausch zwischen Redoxsystemen und Photonenaustausch in der Spektroskopie
beschreibt. Gemeinsamkeiten sind hier kaum erkennbar und, sie zu suchen, wirkt konstruiert.

Dal} ein unnotiges und unabgestimmtes Nebeneinander verschiedener Begriffssysteme nicht
O0konomisch ist, liegt auf der Hand. Der Ubergang von einem Bereich in einen anderen ist um-
standlich, weil man die alte Ordnung in eine neue umdenken muf3.

Bild 1: Von verschiedenen Seiten aus zusammengewachsene
Strukturen sind selten durchgehend geordnet. Bildschirm-
zeichnung nach einer photographischen Vorlage unbekannter
Herkunft.




Antriebe (Affinitdten):

von Reaktionen, Phasenumwandlungen,
Losevorgidngen, Adsorption, Stofftransport,
Elektronen- und Protonenaustausch, ...

Massenwirkung:
Gleichgewichtskonstanten,

Atom- und Molekiileigenschaften:
Loslichkeiten, Komplexstabilitit,

Elektronenaffinitét, Ionisierungspotentiale,

Verteilungskoeffizienten, Elektronegativitit,
Bildungs-, Dissoziationsgrad, ... Bindungsfestigkeit, Gitterstabilitiit,
Hydratationseffekte, ...

Mehrphasensysteme:

Schmelz-, Siede-, Umwandlungstemperaturen,
Dampfdruck-, Umwandlungsdruckkurven,

Zustandsdiagramme, Phasengesetz,
eutektische, azeotrope Punkte, ...

Sidure-Base-Reaktionen:

Saurestirke, Sidure- und Basekonstanten,
HENDERSEN-HASSELBALCH-Gleichung,
Titrationskurven, Pufferkapazitit,
Indikatoren, ...

Redoxsysteme:

GALVANIsche Zellen, Redoxpotentiale,
NERNSTsche Gleichung, Potentiometrie,
Redoxindikatoren. ...

Chemische

molekulare Zustandssummen,
BOLTZMANNscher Satz,

MAXWELLsche Geschwindigkeitsverteilung
N .
>~ FERMI- und BOSE-Verteilung, ...

~

Spektroskopie und Photochemie:
Lichtemission und -absorption,
schwarze Strahlung,
photochemische Reaktionen

Reaktionskinetik:
Geschwindigkeitsgesetze,

Auswertung spektroskopischer Daten, ...

Geschwindigkeitskoeffizienten,
Theorie des Ubergangszustandes,
Aktivierungsgrofen, ...

Kolligative Eigenschaften:
osmotischer Druck, Siedepunktserhdhung,
Gefrierpunkts-, Dampfdruckerniedrigung, ...

Zwischenionische Wechselwirkung:
Tonenstirke, DEBYE-HUCKEL-Theorie,
Folgen fiir Loslichkeit, Sdurestirke,
Komplexdissoziation, Redoxpotentiale,

Stofftransport: y
Diffusion, Sedimentation, Permeation,
Ionenwanderung, Beweglichkeiten,

Diffusionsspannung, Membranspannung, ... Reaktionsgeschwindigkei, ...

Wirmeeffekte: Grenzflichenerscheinungen:
Reaktions- und Umwandlungswirmen, LANGMUIRsche Adsorptionsisothermen,
Wirmekapazititen, molare Entropien, Mehrschichtadsorption,
CLAUSIUS-CLAPEYRONsche Gleichung, GiBBssche Adsorptionsgleichung,
Reziprozititsbeziehungen, ... Spreitungsdruck, ...

Bild 2: Bereiche der Chemie, die sich unter dem Oberbegriff ,,Chemische Dynamik* zusammenfassen lassen. Das chemische
Potential x bildet in der gesamten chemischen Dynamik den zentralen Angelpunkt, an den sich die Hebel zur Losung der anfal-
lenden Aufgaben am wirkungsvollsten ansetzen lassen.! Das trifft auch fiir die hier niher untersuchte ,,Molekularstatistik zu, in
der sonst die Zustandssummen die Schliisselrolle spielen.

Meist ist man geneigt, diesen Umstand als naturgegeben und daher unvermeidlich hinzunehmen.
Tatsdchlich sind aber die Begriffe und Formeln, die wir zur Beschreibung benutzten, Konstrukti-
onen, die viele willkiirliche Elemente enthalten, so dal} leicht Unterschiede vorgetiuscht werden,
wo in der Natur keine bestehen (Bild 3). Ein gutes Beispiel hierfiir bildet die ,,Molekularstatis-
tik, deren Anwendung gegeniiber der phanomenologischen Thermodynamik ein neues, spezifi-
sches Begriffsrepertoire voraussetzt. Die dort bearbeiteten Aufgaben lassen sich jedoch ebenso-
gut mit bereits bekannten Mitteln 16sen, wie im folgenden gezeigt werden soll.

! vel. G. JoB: ,,Thermodynamik im Unterricht: Chemisches Potential von Anfang an“, Vortrag auf der Thermodynamik-Konferenz in Taormina
(Sizilien) am 20. 2. 91. Die Riicksichtnahme auf die Vielzahl thermodynamischer Sonderbildungen - neben dem iiblichen Energiebegriff E bei-
spielsweise die GroBen innere Energie U, Enthalpie H, freie Energie F, freie Enthalpie G oder neben den chemischen Potentialen x4 etwa die
Aktivititen A, Fugazititen f, lonenexponenten pH , pOH ... samt aller davon abgeleiteten Begriffe - verlidngert nur die Rechnungen. Um den Zu-
sammenhang mit den bisherigen Darstellungen zu wahren, 146t sich ein Eingehen auf diese Begriffe vorerst nicht vermeiden.
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Bild 3: Wie leicht trotz gleicher Grundstruktur unvereinbare Beschreibungsmuster entstehen konnen, zeigt der dargestellte Ver-
such. Vorgegeben war das links gezeigte periodische Punktmuster. Die Aufgabe war, die Lage der Punkte mit geeigneten Hilfsli-
nien, deren Schnitte oder Knicke die Punkte markieren, moglichst einfach und einprdgsam zu beschreiben. Eine Auswahl der
Ergebnisse verschiedener Personen ist im rechten Teilbild zusammengestellt. Die Punktanordnung ist links und rechts genau
gleich. Das Mdandermuster war dasjenige, das beim Zeichnen der Punkte zugrunde gelegt worden war. Selbst dieses Muster ist
durch die Punkte nicht eindeutig festgelegt, so daf verschiedene Mianderbereiche entstehen konnen mit gestortem Gefiige an den
Bereichsgrenzen.

2. Erste Bekanntschaft mit der Molekularstatistik

Der Chemiker kommt mit der Molekularstatistik, und zwar mit ihrer klassischen Variante, zum
ersten Mal in der kinetischen Gastheorie in Beriihrung. Das MAXWELLsche Geschwindigkeitsver-
teilungsgesetz, der BOLTZMANNsche Satz, der Gleichverteilungssatz der Energie sind einige Er-
gebnisse der klassischen mechanischen Theorie, die einerseits als wichtig genug, andererseits als
einfach genug gelten, dal man sie Studenten auch in den Anfangssemestern zumuten kann. Auf
eine statistische Herleitung wird dabei wegen ihrer Umstéindlichkeit verzichtet. Haufig wird die
barometrische Hohenformel bemiiht, um wenigstens irgendeine Begriindung fiir die Existenz des
BoLTZMANN-Faktors e ~“*" zu liefern.

Als wohl hdufigste Anwendung des Gleichverteilungssatzes wird die innere Energie und die
sich aus deren Temperaturabhéngigkeit ergebenden Wirmekapazitit idealer Gase erortert. Wih-
rend der Beitrag der Fortbewegung der Gasmolekeln vollig regulir ist und sich auch der Beitrag
der Drehung noch durch vergleichsweise einfache Regeln erfassen 146t, macht die Beschreibung
der Schwingungen Schwierigkeiten. Wenn diese bei hinreichend tiefen Temperaturen ganz ,.ein-
gefroren® sind und damit keinen Beitrag liefern, sind die Verhéltnisse immerhin einfach, wenn
auch vom Standpunkt der klassischen Theorie unverstdndlich. Der Bereich etwas hoherer Tempe-
ratur, in dem die Schwingungen allméhlich ,,auftauen®, ist die eigentliche Doméne der Quanten-
statistik, in der quantentheoretische Ergebnisse mit statistischen Methoden kombiniert werden.
Erst bei voller Anregung ist der Gleichverteilungssatz zur Berechnung der kinetischen und poten-
tiellen Schwingungsenergie benutzbar, versagt aber erneut, wenn bei noch héheren Temperaturen
die Schwingungen anharmonisch werden.

3. Vorausgesetzte Formeln

Gerade an dieser Stelle ist der Riickgriff auf die phanomenologische Thermodynamik als Alter-
native zur Statistik besonders leicht moglich. Und zwar bendtigen wir von dem ausgedehnten
thermodynamischen Kalkiil — wie tiberhaupt zur Losung fast aller Aufgaben der chemischen Dy-
namik' — nur die Existenz und einige Eigenschaften des chemischen Potentials. Insbesondere die



Formel fiir dessen Konzentrationsabhdngigkeit werden wir hdufig bemiithen. Da wir uns im fol-
genden auf diinne Gase und diinne Losungen beschrinken, geniigt die einfache Gleichung:

U = po+RT In-< (Massenwirkungsformel)
Co

Diese Gleichung beschreibt die Erscheinung, die der Chemiker Massenwirkung nennt, als Eigen-
schaft des chemischen Potentials eines Stoffes. Daher bietet sich hierfiir der Name Massenwir-
kungsformel an. Wegen der Proportionalitit von Druck und Konzentration bei diinnen Gasen
derselben Temperatur, p ~ ¢, konnen wir den Quotienten c/cy bei Bedarf auch durch den Druck-
quotienten p/py ersetzen. Ahnliches gilt in diinnen Losungen fiir andere GehaltsmaBe — Molalitiit
b, Massengehalt w, Mengengehalt x usw. —, so dal wir leicht verschiedene Spielarten der Mas-
senwirkungsformel erhalten. Den Wert 1y beim Bezugswert des gewihlten Gehaltsmalles, co, po,
by ..., nennen wir den Potential-Grundwert (im weiteren Sinnez).

Noch eine weitere Gleichung wird oft benétigt. Wenn man die Molekeln eines Stoffes in einen
angeregten, um ¢ energiereicheren Zustand versetzt, ohne sie sonst und ihre Umgebung (Art des
Losemittels, Temperatur, Druck, Konzentrationen, Feldstirken usw.), zu verdndern, dann nimmt
das chemische Potential des Stoffes um die molare Energie ¢/t zu (z bezeichnet die Elementar-
menge3):

we) = u0)+e/t (Anregungsformel)

Als einfachste Art einer solchen ,.rein energetischen® Anregung, die die Molekeln selbst ungeén-
dert 14Bt, konnen wir uns die Verschiebung in einem dufleren Feld an einen Ort mit einer um &
hoheren potentiellen Energie vorstellen. Bei geeigneter Wahl des Ausgangsorts kann man bei-
spielsweise im Schwerefeld ¢ = mgh und im elektrischen Feld ¢ = zep setzen. u(e) = u(0) + Mgh
wird auch als gravitochemisches Potential u(e) = u(0) + z F ¢ als elektrochemisches Potential be-
zeichnet, wihrend u(0) das chemische Potential im engeren Sinne darstellt (m Molekelmasse, M
= m/t molare Masse, g Fallbeschleunigung, 7 Hohe, z Ladungszahl, e Elementarladung, ¥ = e/t
FARADAY-Konstante, ¢ elektrisches Potential).

Die innere Anregung der Molekeln erfordert etwas mehr Aufmerksamkeit. Im allgemeinen ent-
spricht der Ausgangszustand der Molekeln nicht einem einzigen ,,Quantenzustand‘ mit einer be-
stimmten Energie &y, sondern umfaft eine Gesamtheit solcher Zustinde mit den Energien ¢, ¢,
€, ... . Nur wenn die Anregung auf eine gleichartige Verschiebung aller Energiewerte um ¢ hi-
nauslduft, ep + ¢, €1 + ¢, &, + € ... , ohne die Zahl der Zusténde zu dndern, 146t sich 4 wie angege-
ben berechnen. Bei den iiblichen Ansitzen wird diese Bedingung schon gefiihlsmifBig eingehal-
ten, so dal man dariiber kaum besonders nachdenken muf.

% In der Praxis ist es zweckmiiBig, den Namen Grundwert (im engeren Sinne) auf den am hiufigsten anzusprechenden Fall zu beschriinken, daB die
Bezugswerte ¢y, po, by ... des gewihlten GehaltsmaBes ¢, p, b ... den Normwerten ¢° = 1kmol m ’3, p° =101 kPa, b° = 1 mol kg’] ... entsprechen,

o
und diese Grundwerte durch ein besonderes Formelzeichen - etwa x - zu kennzeichnen.

? zist - nach einem Vorschlag G. FALKs (Konzepte eines zeitgemiBen Physikunterrichts, Heft 2, Schroedel: Hannover 1978, S. 9) - der Kehrwert
der AVOGADRO-Konstanten, 7= Ny"'= 1,6606 -10°% mol, und bezeichnet die Elementarmenge eines Stoffes, das heilit gerade diejenige Menge, die
man als ein Teilchen zu bezeichnen pflegt. Diese nicht unbedingt erforderliche und zunichst fremdartig wirkende Abweichung von der iiblichen
Schreibweise liefert einheitlichere Formeln und Sprechweisen. Teilchenzahl N und Ladungszahl z oder Elementarmenge 7 und Elementarladung e
werden einander entsprechende Groen: Die Stoffmenge n ist wie die Ladung ¢ ganzzahlig gequantelt, wobei 7 und e die elememtaren Quanten
dieser Grofen darstellen: n=Nz7,g=ze.



Es sei noch darin erinnert, daf die erste Ableitung des chemischen Potentials nach der Tempe-
ratur 7 bei festem Druck p und festen Stoffmengen n die molare Entropie S,,, die zweite Ablei-
tung die molare Wirmekapazitit C, , liefert:

S, = —(ou/dT),., und Com = —T(0?u/dT?),,.

Wenn wir von den chemischen Potentialen zu Entropien oder Wiarmekapazititen iibergehen, be-
geben wir uns bereits auf Abwege, die — auller im Falle der Wirmeeffekte — die Beschreibung
komplizierter, die Formeln aufwendiger, die Begriindungen undurchsichtiger machen. Daher soll-
te man diesen Schritt, den wir hier nur zum besseren Vergleich mit herkdmmlichen Ergebnissen
ofter tun werden, moglichst vermeiden.

Die Ergebnisse der Quantentheorie wollen wir vorerst unbesehen iibernehmen, obwohl man fiir
eine Reihe von Anwendungen auch dort mit sehr stark vereinfachten Beziehungen auskommit.
Manche der unten angegebenen Herleitungen lassen sich also auch von dieser Seite her noch wei-
ter straffen.

4. Schwingungsbeitrag zum chemischen Potential

Als einfachstes Beispiel betrachten wir ein zweiatomiges Gas B, etwa loddampf. Wir fassen al-
le Gasteilchen, die sich in demselben Schwingungszustand mit der Schwingungsquantenzahl v
befinden, als Molekeln eines Stoffes B(v) auf und das ganze Gas als ein Gemisch dieser Stoffe®.
Die Verschiedenheit der Energie in den einzelnen Schwingungszustinden beriicksichtigen wir
durch den Ansatz &(v) = v - hv, wobel wir die Schwingung ndherungsweise als harmonisch und
unabhingig von den anderen Bewegungsarten der Molekel ansehen’. Im Rahmen dieser Nihe-
rung ergibt sich fiir das chemische Potential der einzelnen Stoffe B(v) aus der Anregungformel

wo(w) = wo(0)+ov-hv/t  fiir 0=0,1,2,3...
Da die Umrechnung der Potentiale ineinander unter gleichen Bedingungen, insbesondere bei
gleichen Konzentration geschehen muf, stehen in der Formel die Grundwerte. Die Anderungen
des Schwingungszustandes der Teilchen durch Zusammenstof3e untereinander und mit der Wand
erscheinen dann als Umwandlungen von folgender Art:

B(v)—> B(v").
Nach kurzer Zeit stellt sich fiir alle diese Vorgédnge Gleichgewicht ein, wobei sich die Konzentra-
tionen der Mischungsbestandteile B(») auf ihre Gleichgewichtswerte ¢(7) einpendeln. Das Poten-
tial u ist in diesem Zustand fiir alle Stoffe B(v) gleich, das hei3t, wenn wir Massenwirkungs- und
Anregungsformel gleichzeitig beriicksichtigen:

c(v)

Co

h
1= 1(0) + v~ + RTIn fir  2=0,123...

T
Hieraus sind die c(v) leicht berechenbar. Indem wir auf beiden Seiten 1(0) + © - hv /7 abziehen,
durch RT teilen, unter Beachtung der Regeln e**’=e“ - ¢” und ™ = a exponieren und mit ¢, mul-

tiplizieren, erhalten wir wegen R = k/z,

* Diesen Kunstgriff benutzte wohl erstmalig A. EINSTEIN (Verh. Dtsch. Phys. Ges. 12 (1914) 820), und zwar ausdriicklich mit dem Hinweis
darauf, daf sich auf diese Weise der Riickgriff auf das BOLTZMANNsche Prinzip und damit auf statistische Erwédgungen eriibrigt.

5 Wir unterstellen damit, daB der Ubergang von einem Schwingungszustand in einen anderen keinen EinfluB auf die sonstigen Quantenzustinde
der Molekel hat (Fortbewegung, Drehung usw.). Das ist sicherlich bei den hoheren Schwingungszustinden nicht gerechtfertigt, weil dort der
Zuwachs des Triagheitsmomentes durch die vergroBerte Schwingungsamplitude und damit die Riickwirkung auf die Drehbewegung merklich wird.
Dieser Fehler fillt aber bei niedrigen Temperaturen nicht ins Gewicht, weil der Anteil stirker angeregter Molekeln im Gleichgewichtsgemisch
dann sehr klein ist.
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Co.exp(%;w(o)) . (e—hv/kT)v — C(’(}).

.
c(0) g<l1

Dal} der Ausdruck links gerade ¢(0) ist, sieht man, wenn man v = 0 setzt. Summieren aller Kon-

zentrationen c(v) liefert die Gesamtkonzentration ¢ des Gases B:

c = ic(v) = C(O).iqv - c(o).% _ Co,exp(ﬂ—,uo(o)jl 1
v=0 v=0 —q

—e-h/kT

Zs

Der Bruch ganz links ist der aus der Quantenstatistik bekannte Ausdruck fiir die Schwingungszu-
standssumme Zz; des harmonischen Oszillators. Auflosen nach u ergibt

| |
i = w0+ RTIn(l—e*) +RTIn-—
\ ) Co

Y
us(T)
Das eingerahmte Glied uy(7T) ist der gesuchte Beitrag der Molekelschwingung zum chemischen
Potential. Durch zweimaliges Ableiten nach 7 und Multiplikation mit —7° kénnen wir den
Schwingungsbeitrag zur molaren Wirmekapazitit, Cs= —T(d*u/dT ?) berechnen. Das Ergebnis
hierfiir, das in Bild 4 zeichnerisch dargestellt ist, lautet unter Fortlassung der Zwischenrechnung:

_ ok (hv/kT) -em /i

C
* [erv /T — 1]2
CyJ/R
)
e
0,5
Bild 4: Beitrag C(T) der Molekiilschwingung zur molaren Wir-
hvlk mekapazitit des I,-Dampfes. Die charakteristische Schwingungs-
0 T temperatur O, = hv/k betrigt 305 K.

0 200 400 600K

5. Rotationsbeitrag zum chemischen Potential

Die Berechnung des Rotationsbeitrages gelingt nach demselben Muster. Interessant ist diese
Aufgabe eigentlich nur fiir Wasserstoff, wo die Drehungen wie die Schwingungen schon bei ver-
gleichsweise hohen Temperaturen ,,einzufrieren* beginnen. Wir wollen uns im folgenden auf den
Parawasserstoff beschrianken. Quantenmechanisch ergibt sich fiir die Energie der Wasserstoffmo-
lekel in dem durch die Rotationsquantenzahl J und die Richtungsquantenzahl m; gekennzeich-
neten Rotationszustand: &(J,my) = k O, - J(J+1), wobei O, die aus den Molekelabmessungen
berechenbare Rotationstemperatur darstellt. Wieder fassen wir die Gesamtheit aller Molekeln in
demselben Rotationszustand als einen Stoff B(J,m;) auf. Laut Anregungsformel gilt fiir den Po-
tentialgrundwert:

16(J )= 10(0,0)+ RO, J(J +1), J=0,2,4,6,8, ...,
mi=—J,—J+1,...,0J—-1,7.

Natiirlich hitten wir auch die Gesamtheit aller zu einem Rotationsniveau gehdrigen Molekeln,
die sich also in Rotationszustinden mit demselben J, aber nicht notwendig gleichem m; befinden



und sich daher nicht in der Energie, sondern nur durch ihre Ausrichtung im Raum unterscheiden,
zu einem Stoff B(J) zusammenfassen kdnnen.

Da aber die Zahl der durch m; unterschiedenen Quantenzustinde 2J + 1 betrigt und sich folglich
von einem Rotationsniveau zu einem anderen @ndert, wiren die Voraussetzungen fiir die Anwen-
dung der Anregungformel nicht erfiillt.

Bei den ZusammenstoBen untereinander, wandeln sich die Molekeln verschiedener Art inein-
ander um, so dal} sich die Konzentrationen c¢(J + m; ) verdndern, bis schlieBlich mit demselben
Wert des chemischen Potentials fiir alle Mischungsbestandteile B(J, m; ) Gleichgewicht erreicht
ist. Aufgrund der Massenwirkungsformel gilt in diesem Fall fiir alle J und m; die Gleichung

1= (0,0)+ RO.J(J +1)+ RTIn S
Co

aus der man wie im letzten Abschnitt die Konzentrationen aller Stoffe berechnen kann,

— 1, (0,0
Co.exp(%j . (e—HrJ(J+1)/T) - C(J,mj).

Summieren iiber alle J und m; — letzteres liefert 2J + 1 gleiche Glieder und damit einen Faktor
2J + 1 — ergibt fiir die Gesamtkonzentration ¢ des Gases B

— Uy (0,0
C = exp(wj . Z(ZJ +1) efﬁrf(l+l)/T
RT \J Y ~
Zr

z; entspricht der Rotationszustandssumme aus der Quantenstatistik. Wenn man die Gleichung
nach yx aufl6st und die Summe ausschreibt, erhélt man fiir ¢ den Ausdruck

4= 10(0,0) — RTIn(145e-00/7 +9e27 4 ) +RTInC.,
C
_ e

RE

in dem u(7) den gesuchten Rotationsbeitrag in Gestalt einer Reihe darstellt. Da die Reihe fiir
niedrige und mittlere Temperaturen rasch konvergiert, geniigen im Bereich O ... 300 K die ange-
gebenen drei Glieder, wenn der Fehler < 0,001 kG bleiben soll.

Natiirlich kann man wieder zum besseren Vergleich mit herkommlichen Darstellungen durch
zweimaliges Ableiten von u(7T) nach T den Rotationssbeitrag zur molaren Warmekapazitit, C, =
— T(d*u,/dT?), berechnen. Man gelangt unter Fortlassung der Zwischenrechnung zu dem im Ver-
gleich zu 1(T) komplizierten Ergebnis (vgl. Bild 5)

49[)2 {180e—6ﬂ/T+3600e—209r/T { 30e-64/7 +180e-204 /7 ﬂ

C.(T) = R(—
T 1+Se—69r/T +9e—209r/T 1+Se—209r/Te—69r/T +9e—209r/T

C/R

Bild 5: Beitrag C(T) der Molekelrotation zur molaren Wir-
mekapazitit des Parawasserstoffs. Die charakteristische Rota-
tionstemperatur @, betrdgt 87,7 K. Fiir die Berechnung bis
0,5 1 300 K wurde die im Text angegebene Formel benutzt, in der
nur die drei niedrigsten Rotationsniveaus (J = 0, 2, 4) beriick-
sichtigt sind. Oberhalb 300 K wurde das vierte Niveau (J = 6)
0 Qr ‘ ‘ T hinzugenommen.
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6. Molekulare Geschwindigkeitsverteilung

Um die Verteilung der Teilchengeschwindigkeiten in einem Gas herzuleiten, benutzen wir den-
selben Kunstgriff wie bisher. Wir fassen alle Teilchen mit dem gleichen Geschwindigkeitsvektor
v als Molekeln eines Stoffes B(») auf und das ganze Gas als ein Gemisch vieler solcher Stoffe.
Hierbei stoen wir auf eine Schwierigkeit. Die Zahl der Teilchen, die genau die Geschwindigkeit
v besitzt, ist strenggenommen null. Daher denken wir uns den Geschwindigkeitsraum in ein Wiir-
felgitter mit der Kantenldnge Av zerlegt, wobei Av klein im Vergleich zur Breite der Geschwin-
digkeitsverteilung soll, und fassen alle Teilchen, deren Geschwindigkeitsvektoren innerhalb eines
solchen Wiirfels enden, als Molekeln desselben Stoffes B(v) auf.

Da sich in verschiedene Richtungen bewegte Teilchen chemisch nicht voneinander unterschei-
den, ordnen wir ihnen dasselbe Grundpotential y zu. Die unterschiedliche Energie bei verschie-
denen Geschwindigkeitsbetrigen » =| »| beriicksichtigen wir durch das Glied &/t = 1/2 mv Y=
1/2 Mv?, die molare kinetische Energie der Stoffe:

() = ,uo(0)+%M712.

Im einfachsten Fall eines Gases strukturloser Teilchen im Volumen V 148t sich dieser Ansatz wie
folgt genauer begriinden. Alle zum Stoff B(v) zusammengefalten Teilchen liegen im molekula-
ren Phasenraum in einer Zelle, die das Phasenvolumen (mAv)3V besitzt und damit { = (mAv)3V/h3
Quantenzustinde umfaft, die fiir hinreichend kleines Av alle zu demselben Energieniveau 1/2 mo
gehoren (7 PLANCK-Konstante). Da { in allen Féllen gleich ist, erfiillen die Stoffe B(») hinsicht-
lich Anzahl und Energie der molekularen Quantenzustinde die Voraussetzungen der Anregungs-
formel.

Die Geschwindigkeitsinderungen der Teilchen durch die vielfiltigen Zusammenstde unterein-
ander erscheinen dann als Umwandlungen der einfachen Art B(v) — B(#”). Wenn wir das Gas
nicht durch Riihren oder andere Eingriffe dauernd stéren, dann stellt sich in kurzer Zeit fiir alle
diese Vorginge Gleichgewicht ein. Das chemische Potential m wird fiir alle Stoffe B(») gleich,

so daf} laut Massenwirkungsformel mit den Gleichgewichtswerten c(») der Konzentrationen

o)

1= t(0) +%M7}2 +RTIn fiir alle »

gilt. Durch Auflosen nach c(v) gelangen wir zu der gesuchten Verteilung (vgl. Bild 6):

c(0)
A
g (O; Lago? NN
C(v):CO'eXP(—'L‘_I';t; ) _—ZRT = | c@) =c(0)e 2

Bild 6: Wenn wir c(») gemil der obigen Gleichung als Punkt-
dichte im dreidimensionalen Geschwindigkeitsraum darstellen,
erhalten wir die links wiedergegebene kugelige Punktwolke.
Die Wertangaben gelten fiir Stickstoff bei 298 K.




7. Barometrische Hohenformel

Nach demselben Muster wie oben 148t sich auch die Verteilung eines Gases im homogenen
Schwerefeld gewinnen. Dazu fassen wir die Teilchen in einer bestimmten Hohenlage 4 als Mole-
keln eines Stoffes B(#) auf ® Die Grundpotentiale uo(h) der Stoffe B(h) unterscheiden sich, da sie
chemisch identisch sind, nur durch die molare potentielle Energie e/t = Mgh:

Ho(h) = to(0) +Mgh.
Dem Teilchenaustausch zwischen verschiedenen Hohenlagen entsprechen die Reaktionen
B(h) — B(h”). Bei gleichformiger Temperatur bildet sich iiber kurz oder lang zwischen allen
Stoffen ein Gleichgewicht aus. Die Gleichgewichtsbedingung hierfiir lautet
c(h)

c

0

MU= Uo(0)+Mgh+RTIn

mit einem von /& unabhingigen Potential u. Auflésen nach c(h) liefert die Gleichung

c(0)
C(l’l) = Co-exp(%;(o))-exp(—]‘;—é;hj = c(h) = c(()).ef%

8. Sedimentationsgleichgewicht in einer Zentrifuge

Die Fliehkraft auf ein Teilchen der Masse m im Abstand r von der Drehachse einer mit der
Winkelgeschwindigkeit @ umlaufenden Zentrifuge betriigt F = mw?r und folglich die potentielle
Energie dort im Vergleich zu einem Punkt im Abstand r

g:_der:_%maﬂ(ﬂ_r(f)'
Neben dem Beitrag ¢/t zum chemischen Potential ist in einer zentrifugierten Losung wegen der
hohen auftretenden Driicke noch die Druckabhingigkeit der Potentiale zu beachten, wobei wir
uns mit einem linearen Ansatz zufrieden geben konnen,

u(p) = u(po) + Vu-(p—po),

da das molare Volumen V;, von kondensierten Stoffen nur schwach vom Druck p abhingt. Wir
betrachten nun eine zentrifugierte diinne Losung eines Stoffes B in einer Fliissigkeit A (Bild 7
links). Als Bezugsort wihlen wir die Fliissigkeitsoberflache im Abstand ry von der Drehachse.

c(r)

~620'

+
~€

2

2

Fliegkraft
iiberwiegt

r 2 .
——— Auftrieb
iiberwiegt

2

rn o

Bild 7: Sedimentationsgleichgewicht in einer
Zentrifuge fiir einen Stoff B (Teilchenmasse my-
Teilchenvolumen vg), der in einer Fliissigkeit der
Dichte p, gelost oder suspendiert ist. Wenn die
Fliehkraft die Auftriebskraft iibertrifft, reichert
sich der Stoff B auBlen an (oberes Gefil3, obere
Kurve), sonst innen (unteres Gefil3, untere Kur-
ve). w Winkelgeschwindigkeit, » Abstand von der
Drehachse, r, Abstand der Fliissigkeitsober-
flichen von der Drehachse, ¢ Konzentration von
B, ¢(0) auf die Drehachse extrapolierter Wert von
¢; der Kurvenparameter ¢ ist der Achsenabstand,
in dem der Betrag der auftriebskorrigierten poten-

tielle Energie | mg—py ve | V2 @* o* = V5T wird.

® Strenggenommen miiite man bei dieser Art des Vorgehens wieder eine Schicht endlicher Dicke Ah betrachten, damit die Teilchenzahl nicht
verschwindet. Anders als im letzten Abschnitt, wo ¢(») fiir Av — O proportional zu (Av )* verschwindet, ist jedoch c(h) fir Ah — 0 von Ah
unabhéngig und bleibt stets endlich, so daB die oben benutzten Gleichungen auch fiir Az = 0 sinnvoll bleiben.
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Dann gilt fiir die Potentiale ua und ug der Stoffe A und B an einem Ort im Innern der Losung
(r >rp), wenn wir die sehr kleine Erniedrigung von ua durch den gelosten Stoff B vernachléssi-
gen:

Ha(r) = ﬂA("o)—iMsz("z—”oz)"‘VA’[P(”)_P(”O)]’

c(r
i (F) = )~ M3 @0 =13+ Ve [p0) - ()] + RIS,
0
Gleichgewicht ist erreicht, wenn sich die Potentiale iiberall ausgeglichen haben, also sowohl
ua(r) tberall denselben Wert hat als auch up(r). In diesem Zustand heben sich die Glieder wu(r)
und w(rp) in beiden Gleichungen weg, so da3 wir aus der ersten von ihnen fiir die Druckvertei-

lung in der Losung die quadratische Beziehung
pr) = plro)+- pa@? (7 —15)

erhalten. pp = Ma/Vs bedeutet hierin die Dichte der Fliissigkeit A. Dies Ergebnis in die zweite
Gleichung oben eingesetzt, liefert die gesuchte Konzentrationsverteilung:

[mg —pavela?(r2-—r3
c(r) c(r) = c(n)-e g 2kT )

[My — pAVs]-—@? (r* —r¢) = RT In

A
2 c(n)

vg = Vp - 7 bezeichnet das Volumen und ps-vg die Masse der von einem B-Teilchen verdriangten
Fliissigkeit, mit anderen Worten pa-vg ist der scheinbare Massenverlust des B-Teilchens infolge
des Auftriebs in der Fliissigkeit. Bemerkenswert ist, da} diese hydromechanische Korrektur sich
hier als Folge der Druckabhingigkeit der chemischen Potentiale ergibt. Da Vg und damit vg
durch eine dichtere Packung der A-Molekeln in der Solvathiille auch negativ werden kann, setzt
das Prinzip des ARCHIMEDES keineswegs auller Kraft.

Falls B nicht gelost, sondern nur suspendiert ist, dndert sich nicht viel. Man kann Teilchen glei-
chen Durchmessers @ als Molekeln eines gelosten Stoffes B(®) auffassen und die ganze Suspen-
sion als Gemisch vieler solcher Stoffe. Fiir jeden Stoff B(®) einzeln gilt wieder die hergeleitete
Gleichung.

9. Wahrscheinlichkeit eines Energiezustandes

Wie die betrachteten Beispiele zeigen, leisten hier Massenwirkungs- und Anregungsformel,
1=y + RT In (c/co) und po(e) = 1o(0) + &/, zusammen dasselbe wie der BOLTZMANNsche Satz.
Sie stellen zusammen, wie es scheint, nur eine besondere, der Chemie niher stehende und dort
langst bekannte, aber schlecht genutzte Einkleidung dieses Satzes dar. Wir erhalten die gingige
Fassung, wenn wir die Konzentration c(e, i) der Teilchensorte B(e, i) als MaB3 fiir die Wahr-
scheinlichkeit p(e, i) deuten, die B-Teilchen in einem Zustand mit der Energie ¢ und dem Parame-
terwert i anzutreffen, p(e, i) ~ c(e, i). Der Parameter i, den wir als diskret annehmen, steht fiir
irgendein Merkmal (rdumliche Ausrichtung, Spinorientierung, Konformation usw.), durch das
sich die zu den einzelnen Sorten zusammengefallten Teilchen neben ¢ gegebenenfalls noch unter-
scheiden. Man braucht dazu nur die zweite in die erste Formel einzusetzen und nach ¢ = c(g, i)
aufzulGsen,

H=(0)

C(E,i) = Co-eXp(Tj.e—f/kT = p(€,i) ~ e E/KT
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Statistische Gewichte treten hier nicht auf, weil der Riickgriff auf die Anregungsformel voraus-
setzt, daB man die einzelnen Teilchensorten statistisch gleichgewichtig gewihlt hat. Die Forde-
rung, daf} sich entsprechende ,,Quantenzustinde* der Teilchen verschiedener Sorte zwar um den-
selben Energiewert ¢ unterscheiden diirfen, aber nicht durch ihre Anzahl, bedeutet genau dies.
Fragt man wie iiblich nach der Wahrscheinlichkeit p(¢) ein B-Teilchen auf dem Energieniveau &
anzutreffen, das heift in einem Zustand mit der Energie ¢ unabhiingig von i, dann braucht man
nur die zugehorigen p(e, i) zu addieren. Da diese alle gleich sind, gilt, falls ihre Anzahl g(¢) be-
trigt — g(e) ist das statistische Gewicht des Energieniveaus —,

p(e) ~ g(e)e'* |. (BOLTZMANNScher Satz)

10. Ausblick

Es steht nichts im Wege, sich bei weiterfiihrenden Uberlegungen in bekannter Weise auf den
BoLTZMANNschen Satz zu stiitzen. Wir bleiben jedoch bei der ,,chemiegerechteren* Beschrei-
bung mit chemischen Potentialen, da dadurch Gemeinsamkeiten zwischen Bereichen erkennbar
werden, die sonst wegen unterschiedlicher Beschreibungsmuster verborgen bleiben. Um zugleich
die Tragweite des Ansatzes darzulegen, sollen in ergdnzenden Beitrigen molekularstatistische
Beispiele aus den verschiedensten Bereichen der chemischen Dynamik betrachtet werden.

Die im letzten Abschnitt betonte Gleichwertigkeit mit dem BOLTZMANNschen Satz 146t vermu-
ten, da} der Ansatz irgendwann versagen mufl. BOLTZMANN griindete seine Herleitung auf die
aus quantentheoretischer Sicht unberechtigte Annahme individuell unterscheidbarer Teilchen.
Tatsdchlich zerfallen alle Teilchen — so die gingige Lehrmeinung — in zwei Klassen, Fermionen
und Bosonen, die nur bei hinreichender Verdiinnung der ,,BOLTZMANN-Statistik* gehorchen,
sonst aber — als Folge des PAULI-Prinzips und der Ununterscheidbarkeit von Teilchen, die sich in
demselben Quantenzustand befinden — besonderen ,,Quantenstatistiken* unterliegen, die Fermio-
nen der ,,FERMI-DIRAC-*, die Bosonen der "BOSE-EINSTEIN-Statistik". Nur auf dieser Grundlage
gelingt die Absolutberechnung der Entropie, wobei die Ununterscheidbarkeit gleicher Teichen
auch Konsequenzen fiir hochverdiinnte Systeme hat. Die Zahl der moglichen Mikrozustinde ei-
nes Systems aus N unabhingigen gleichen Teilchen @ndert sich dadurch um den Faktor 1/N und
die Entropie um AS=kIn N !.

Wir werden sehen, dal unser Ansatz auch mit Aufgaben dieser Art fertig wird. Hierbei ist es
niitzlich, auf die Oberflichenchemie zuriickzugreifen, weil sie anschauliche Vorbilder fiir Syste-
me mit FERMI-DIRAC- und BOSE-EINSTEIN-Verteilungen liefert. Uber die Ununterscheidbarkeit
der Teilchen brauchen wir kein Wort zu verlieren. Wir bekommen die richtigen Entropiewerte,
ohne den Faktor 1/N ! erwihnen zu miissen.
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Quantenstatistische Aufgaben - elementar gelost (II)

in Anlehnung an den Vortrag am 21.5.91 im ,,Seminar Oberflichenchemie ...

im Institut fiir Physikalische Chemie der Universitit Hamburg

Georg Job

Zusammenfassung: Die zunichst behandelte Ein- und Mehrschichtadsorption bietet ein anschauliches Vorbild
fiir die ,,Besetzung* von Einteilchen-Quantenzustinden mit Fermionen und Bosonen. Daraus 146t sich ein Ansatz
zur elementaren Losung quantenstatistischer Aufgaben auch dieser Art herleiten. Die Gleichungen fiir die Transla-
tionsbeitrige zu chemischem Potential, Entropie, Energie und Wirmekapazitit eines diinnen Gases sind wichtige
Nebenergebnisse. Sowohl zur Behandlung der Adsorption als auch der Fermionen- oder Bosonensysteme wird
wiederum wie in Teil I praktisch nur das chemische Potential und dessen Konzentrations- und Energieabhingig-
keit benotigt. Die Problematik des Uberganges von makroskopischen zu mikroskopischen Systemen bildet das
Rahmenthema.

1. Einleitung

In der Chemie ist man an ein stindiges Wechselspiel zwischen makroskopischer und mikro-
skopischer, zwischenmolekularer und innermolekularer Betrachtungseben gewohnt. Wihrend
der Chemiker laboriert, erfal3t er das Geschehen gedanklich in atomistischen Bildern und lei-
tet umgekehrt aus diesen Bildern Anweisungen fiir sein Handeln ab (Bild 1). Erstrebtes Ziel
ist es, die verschiedenen Aspekte zu einem einheitlichen Gesamtbild zu verschmelzen, in dem
der Ubergang zwischen den einzelnen Ebenen ohne Stolpern gelingt. Teilweise wird dieses
Ziel auch erreicht. So bezeichnet die Formel H,O sowohl einen gestaltlosen Stoff als auch ein
geformtes Teilchen, sowohl eine Gesamtheit von Molekeln als auch einen Verband von Ato-
men, je nach dem Zusammenhang, in dem die Formel auftritt oder in den sie gedanklich ge-
stellt wird. Weniger gut gelingt dies in der Dynamik. Fiir die Erscheinungen der makroskopi-
schen Welt ist die Thermodynamik zusténdig, fiir die zwischenmolekularen Wechselwirkun-
gen die Molekularstatistik und fiir innermolekularen Krifte die Quantenchemie. Die Be-
schreibungsweisen sind so verschieden, daB der Ubergang von der einen in die andere Ebene
ein miihseliges Unterfangen ist. Der Chemiker bescheidet sich meist mit einigen qualitativen
Regeln, die eine gewisse Orientierung erlauben, und iiberldBt die Herleitung und Nutzung
quantitativer Beziehungen einigen Spezialisten.

Andererseits gibt es auch in der Dynamik zwischen den Ebenen gewisse Ubergiinge, die
mehr Gemeinsamkeiten vermuten lassen, als in den iiblichen Formeln zum Ausdruck kom-
men. Betrachten wir etwa die nachstehende Folge einfacher Vorginge, die man durch gleich-

Bild 1: Bei seiner Titigkeit im Labor 146t sich der Chemiker
von atomistischen Vorstellungen leiten. Der Erfolg seiner
Arbeit hingt in hohem Malle von der Stimmigkeit seiner mo-
lekularen Modelle ab. Auch eine fehlerhafte Verkniipfung
zwischen Mikro- und Makrowelt kann zu MiBerfolgen fiihren.
Bild: Vorschlag einer Versuchsanordnung zur WURTZsche
Synthese verknoteter Cycloalkane durch Zutropfen einer diin-
nen Losung langkettiger m,w'-Diiodalkane in eine Suspension
von Natrium in Xylol. Zur Knotenbildung sind mindestens 50
CH,-Glieder notig, wie sich anhand von Kalottenmodellen
zeigen 1dB3t. Wichtige Konkurrenzreaktionen sind knotenfreie
Cyclisierung und zwischenmolekulare Polymerisation. Letzte-
re 146t sich durch entsprechende Verdiinnung unterdriicken.




artige Reaktionsformeln kennzeichnen kann, beginnend bei einer chemischen Operation im
Labor und endend bei einem quantenchemischen Prozel in einem Atom;

Bs + H — BsH', Protonierung einer Base bei einer Titration,

E +B — EB, Bildung eines Enzym-Substrat-Komplexes in einer Zelle,
|:| +B — , Adsorption einer Molekel an einem Oberflidchenplatz,
D +e — |E| , Besetzung eines Atomorbitals mit Elektronen.

Der erste und zweite Vorgang wird in der Regel phinomenologisch, der dritte molekularkine-
tisch und der vierte quantenstatistisch beschrieben. Gemeinsam ist den vier Vorgédngen, daf3
eine bestimmte Art von Teilchen eine bestimmte Art von Plitzen besetzt. Der Ubergang vom
ersten zum letzten Glied der Folge ist offenbar flieBend, da man leicht weitere Zwischenglie-
der angeben kann. So wird die Kluft zwischen der ersten, homogenen Reaktion und der drit-
ten, heterogenen Reaktion durch die zweite liberbriickt, die man sich wahlweise als bimoleku-
lare Reaktion zwischen den geldsten Stoffen E (Enzym) und B (Substrat) oder als Adsorption
von B an E vorstellen kann. Zu einer zusammenhédngenden Oberfldche kann man stufenweise
gelangen, indem man sich die E-Molekeln zu immer groBeren, flichigen Komplexen zusam-
mengefaBt denkt. Ahnliche sind vermittelnde Glieder zwischen drittem und viertem Vorgang
konstruierbar.

Aus diesem Blickwinkel ist nicht zu erkennen, was uns hindern konnte, alle Vorgénge nach
demselben, schon im Teil I benutzten Muster zu beschreiben, also etwa chemische Potentiale
heranzuziehen, um die Besetzung von Atom- oder Molekiilorbitalen mit Elektronen zu be-
rechnen. Bei weiterem Nachdenken stof3t man allerdings auf Griinde, die solche Erwartungen
etwas ddmpfen:

- Schon der Umstand, daf} die Vorginge tatsdchlich ganz unterschiedlich behandelt wer-
den, spricht dagegen. Die Annahme, daf} dies in einem so gut durchdachten Gebiet aus
bloBer Willkiir geschieht, erscheint ziemlich abwegig.

- Aus der Statistik ist bekannt, dal Vielteilchensysteme verschiedene Merkmale besitzen,
die entsprechenden Gebilden aus wenigen Teilchen fehlen, was eine Gleichbehandlung
eines ausgedehnten stofflichen Bereiches und eines molekularen oder atomaren Mikro-
systems offenbar ausschlieBt.

- Die Besetzung eines Atomorbitals mit Elektronen wird vorrangig durch das PAULI-
Prinzip bestimmt, so da} hier ein grundsitzlich neuer, quantenmechanischer Aspekt
hinzukommt, der in den anderen drei Féllen keine Rolle spielt.

- In der Quantenstatistik hat die Ununterscheidbarkeit gleicher Teilchen entscheidende
Folgen fiir die Verteilungsfunktionen, wéhrend dieser Gesichtspunkt bei gewohnlichen
chemischen Vorgingen nirgendwo beriicksichtigt werden muB.

Wieweit diese Griinde triftig sind, 148t sich so schnell nicht entscheiden. Aus den Beispielen
im Teil I wissen wir, dal abweichende Beschreibungsmuster oft nur Ausdruck verschiedener
Entwicklungswege sind und vielfach Vorurteile naheliegende Losungen verhindern. Lassen
wir also die Argumente dahingestellt und versuchen wir aller Einwinde zum Trotz die phi-
nomenologische Beschreibung des ersten Vorganges schrittweise auf die iibrigen auszudeh-
nen. Wir wollen uns dabei wieder mit den wenigen Mitteln bescheiden, die wir auch im Teil I
herangezogen haben. Wir setzen also im wesentlichen nur die Existenz des chemischen Po-
tentials voraus und greifen auf dessen Konzentrations- und Energieabhingigkeit zuriick (Mas-
senwirkungsformel u = o + RT In(c/co) und Anregungsformel u(e) = u(0) + ¢ /7).



2. Protonierungsgrad einer Base

Dieser Abschnitt dient nur dazu, sich die Art der Beschreibung in unserem ersten Beispiel
zu vergegenwdrtigen. In der Sdure-Base-Theorie vertritt der Protonenexponent pH das chemi-
sche Potential z,. der Wasserstoffionen'. Der Protonierungsgrad @ = Cpgre 7 (CBs + Gy ) €iner

Base Bs hingt vom pH-Wert bzw. Protonenpotential z;,. in der Losung ab. Ausgehend von
der Gleichgewichtsbedingung s + f4+ = My, erhilt man mit Hilfe der Massenwirkungs-
formel

Uops +RTIn(css /co) + e = Mg+ + RTIn(cyyye /o) -

Auflosen nach g4, liefert mit der Abkirzung =+ —Hoss eine der HENDERSON-

HASSELBACH-Gleichung entsprechende Beziehung, in der x4, den Sdureexponenten pKs ver-
tritt (Bild 2a):

C, o+ @

+ = M + RTIn2% = + RT1 .

ILLH IUI n CBs ﬂl n 1- @

(1 stellt anschaulich das ,,Halbwertspotential* dar, das Protonenpotential, das bei einem Pro-
tonierungsgrad @ = % vorliegt. Der Index ; fiir die Anlagerung des ersten Protons an die Base
Bs ist hier im Hinblick auf eine mogliche mehrfache Protonierung gewihlt worden. Wenn wir
die obige Beziehung nach @ aufldsen, erhalten wir mita=exp|(&, — )/ RT] als voriiberge-

hender Abkiirzung iiber die Zwischenschritte
a=0/(1-60) und O=1/(a'+1) eine Gleichung,

o=—3>™L ) (,,Protonierungsgleichung®)

My —Hyt+
e M +1

der wir in dhnlicher Gestalt wiederholt begegnen werden. In Bild 2b ist der dadurch beschrie-
bene Zusammenhang zeichnerisch dargestellt. Entsprechende Gleichungen und Bilder erge-
ben sich auch, wenn man statt der Siure-Base-Reaktion Bs + H* — BsH", die analoge Re-
doxreaktion, Ox + ¢ " — Rd ", untersucht.

Bild 2: Titrationskurve der Base Hydrogenphosphat, HPO3-

a) o

PK1

PK2

b)

Ha Ha2

H-3

T
-20

Hr

kG

a) herkommlich: pH-Wert in Abhingigkeit vom Verbrauch V
an Sdure (V>0) bzw. Lauge (V <0); ausgezogene Kurve:
berechnet gemidl  HENDERSON-HASSELBALCH-Gleichung,

pH =pKs +1g(c,, /¢y ), gestrichelter Kurvenast links be-

dingt durch Deprotonierung von HPO3~ (und z.T. H,O) gestri-
chelter Kurvenast rechts bedingt durch Protonierung von
H,PO: (und z.T. H,O); pK; i-ter Sdureexponent der Phos-
phorséure.

b) (entspricht dem um 90° nach links verdrehten Teilbild a):
Protonierungsgrad ® in Abhingigkeit vom Protonenpotential
M, 5 ausgezogene Kurve: berechnet gemil Protonierungs-
gleichung, gestrichelte Kurve: tatsdchlicher Verlauf. g _; Halb-

werts-Protonenpotential fiir die i-te Deprotonierungsstufe der
Phosphorsiure.

! Die beiden GroBen unterscheiden sich kaum mehr als die Fahrenheit-Temperatur 191: von der Kelvin-Temperatur 7, wie die Umrech-

nungsbeziehungen zeigen:

My =My + f-pH - mit  f=—RTIn10, g,,. =0;

T=Tos+f"® mit f=5K/9F, Toy=25537K.

Der Nullpunkt des chemischen Potentials kann fiir genau eine geladene Teilchenart (Elektronen oder Ionen) fiir alle Temperaturen willkiir-
lich gewihlt werden (solange alle Reaktionspartner dieselbe Temperatur haben), ohne daf3 dies die Werte der fiir das chemische Geschehen
allein maBgeblichen Potentialunterschiede beeinflufit. In der Chemie wéBriger Losungen bietet sich fiir eine solche Festsetzung der Grund-
wert des Protonenpotentials an.



3. Chemisches Potential freier und besetzter Plitze

Der einfachste Fall, in dem uns die Frage nach dem chemischen Potential von Plétzen, und
nicht von Stoffen begegnet, ist die Adsorption eines Stoffes B aus einem Gas oder einer Lo-
sung auf voneinander unabhdngigen Adsorptionsplitzen,

D+B—>.

Da das Adsorptionsgleichgewicht durch das Angebot an freien und besetzten Plitzen, D
und , mitbestimmt wird, liegt es nahe, auch diesen chemische Potentiale, ,u(D) und
,u() , zuzuordnen. Zu einem einleuchtenden Ansatz gelangen wir durch den in der Einlei-

tung angesprochenen Vergleich mit der entsprechenden homogenen Reaktion
A+B — AB,

Ein Teilchen A konnen wir als Tréger eines einzelnen Adsorptionsplatzes D fiir B auffassen.

Damit sich die Plitze nicht gegenseitig beeinflussen, mufl die Gesamtkonzentration
¢ =c(A) + c(AB) an freiem und gebundenem A niedrig bleiben. Diese Voraussetzung erlaubt
es uns andererseits, die Massenwirkungsformel fiir #(A) und u(AB) heranzuziehen. Die
Gleichgewichtsbedingung u(A) + u(B) = u(AB) bekommt damit die Gestalt

to(A) + RTIn[c(A)/a] + u(B) = u(AB) + RT In[c(AB)/ ¢
Um zu einer Beschreibung zu gelangen, die unabhédngig davon ist, ob die Plitze auf getrenn-

ten Teilchen oder auf einer zusammenhéingenden Oberfliche sitzen, und unabhéngig ist von
den fiir die Adsorption unwesentlichen Bestandteilen des Tréagers A, dndern wir die Gleich-

gewichtsbedingung leicht. c(A)/c = @(D) ist der Anteil an leeren, c(AB)/c E@() der
Anteil an besetzten Plitzen. Wir ersetzen c(A) und ¢(AB) durch ¢@(_]) und c®(B])und
ziehen auf beiden Seiten uo(A)+ RT In[c/ ] ab:

t‘O(D) + RTln@Q) + u®B) = w(B]) + RTln@(

,u(l:’) + u(B) ) (Gleichgewichtsbedingung)
Ho () = 1y (AB) — uo(A) fassen wir als den Grundwert des chemischen Potentials der besetz-
ten Plitze auf, das heif3t als den Potentialwert ,u() bei voller Besetzung, @() =1.
Das Glied u (D) =0 ist nur der Einheitlichkeit halber hinzugefiigt. Es fungiert als Grundwert
des chemischen Potentials der leeren Pliitze D , das heiBt als der Potentialwert ,u(D) bei

o[ h=1.

Durch die Bindung zwischen A und B werden sowohl A als auch B verédndert. Bei groeren
Molekeln werden die Anderungen hauptsiichlich die Atome in der Nihe der Bindungsstelle
betreffen, wihrend entferntere Atome davon kaum beriihrt sein werden. Unsere obige Defini-
tion der GroBle uo () lduft darauf hinaus, daB3 alle Veranderungen der Molekeln A und B

formal dem adsorbierten Teilchen B zugerechnet werden. Dagegen hebt sich der Beitrag der
unveridnderten Teile des Trigers A weg, insbesondere der Beitrag aller Atome von A, die
nicht im Einflu8bereich der Bindungsstelle liegen.

Die oben aufgestellten Massenwirkungsformeln, ,u(D) = ,uo(D)+RT ln@(D) und

,u() = ,uo()+RT ln@() fiir voneinander unabhdngige Plitze, seien sie nun leer oder

besetzt, haben einen weiten Anwendungsbereich, mit dem wir uns im folgenden ausfiihrlicher
befassen wollen.




4. Einschichtadsorption

Als erstes Beispiel betrachten wir den im letzten Abschnitt angesprochenen Fall, und zwar
genauer die Adsorption eines Stoffes B aus einer diinnen Losung oder einem diinnen Gas an
einer festen Oberfliche mit gleichartigen, voneinander unabhingigen Adsorptionsplitzen.

Unter Beachtung der Massenwirkungsformel fiir B, D und sowie der Gleichungen
O(B))=6 und O( ])=1-O mit dem Bedeckungsgrad © lautet die Bedingung fiir das Ad-
sorptionsgleichgewicht:

w(_D+RTIn(1-0)+ uo(B)) +RTIn(c/) = m(B]) +RT 6.
Wir ziehen auf beiden Seiten x, () ab, teilen durch RT, exponieren und multiplizieren mit
co. Das fiihrt wegen uo (D) =0 auf die Beziehung

,UO()—,UO(B)}

(1-0)-c = co-exp[ ®T

R C1 (Halbwertskonzentration)

Teilen beider Seiten durch ¢® und Addition von 1 liefert 1/© = 1 + ci/c. Ubergang zum
Kehrwert und Erweitern der rechten Seite mit ¢/c; ergibt die bekannte Gleichung der LANG-
MUIRschen Adsorptionsisothermen, in der der Parameter ¢, die Halbwertskonzentration be-
deutet, das heiBt die Konzentration ¢, bei der ® =% wird:

c/cy |_ 1
1+c/cy |_ 1+c¢1/c

(LANGMUIR-Adsorptionsgleichung)

5. Mehrschichtadsorption

Wenn man bei Temperaturen und Driicken in der Nihe des Taupunktes eines zu adsorbie-
renden Gases Blg arbeitet, dann lagern sich an die erste auf der Oberfldche sitzende Schicht
von B-Molekeln weitere Gasteilchen an, so dal der Bedeckungsgrad & grofler als 1 werden
kann:

[ 1+iBig — [iB]. i=1,2,3... .

Wihrend die unterste Schicht des angelagerten B-Films im allgemeinen fester an die adsor-
bierende Oberfliche gebunden wird, haften die anderen Schichten wie in einer Fliissigkeit
aneinander. Diesen Umstand beriicksichtigen wir durch den Ansatz

to([iB])= s ([BI) + @~)-u(BW).
4#(Bl1) bedeutet das chemische Potential von B im fliissigen Zustand. Die Gleichgewichtsbe-
dingung ,u(D) + i u(Blg) = ,u()fiir den Adsorptionsvorgang lautet dann, wenn wir den

Anteil i-fach besetzter Plidtze mit &; abkiirzen und ,u(D) =0 beachten,

RT n@ + i-[w(Blg)+RTIn(c/w)] = w(Bl) + (i~ u(BI) + RTIG,

Wir ziehen auf beiden Seiten i uo(Blg) ab, teilen beiderseits durch RT, exponieren und multi-
plizieren mit ¢y'. Das ergibt

Orci = éco-eXp[ﬂo()_luO(Blg)}é [ CO.eXp(,u(Bll)—,uo(Blg)jl T'@’"

RT RT
___________ i_—_—_—_—_—_—_ I______________X__________

C1 (Halbwertskonzentration) Cs (Sittigungskonzentration)
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c1 ist die Halbwertskonzentration fiir die Einschichtadsorption, wie ein Vergleich mit der ent-
sprechenden Formel aus dem letzten Abschnitt lehrt, cs die Sdttigungskonzentration, bei der
Fliissigkeit Bll und Dampf Blg im Gleichgewicht sind,

u(Bll) = u(Blg) oder u(BIl) = puo(Blg) + RT In(cs/ co).
Auflésen nach cs liefert den oben benutzten Ausdruck. Wenn man die Gleichung fiir
& ¢' durch csi teilt und zur Abkiirzung c/cs = g und c;/cs = a setzt, erhdlt man
Gvg' = ab,.
Multiplizieren der Gleichung zum einen mit dem Faktor 1, zum anderen mit dem Faktor i und
Summieren iiber alle i liefert fiir g < 1 die beiden Beziehungen

Gogl +qg +¢F + ¢ +...) = a(6G + 6, + 63 + ...),

—— — _ — _
(1 —q) (geometrische Reihe) 1-6)
Gog(l +2qg + 34> + ...) = a(6 + 20, + 365 + ...).
(12 g7 R

Der Klammerausdruck links unten ist gerade die Ableitung des Klammerausdrucks links oben
nach g. Daher ist seine Summe gleich der Ableitung d(1 - g) Ydg = (1 - g) "*. Teilen beider
Seiten der ersten Gleichung durch a ®, Addition von 1 und Ubergang zum Kehrwert liefert
einen Ausdruck fiir & (unten links), der in die zweite, nach & aufzulosende Gleichung einge-
setzt werden kann. Das Ergebnis lautet (unten rechts):

- i q
[”aa—qﬂ = O = i—g+ai-a

Wenn man Zihler und Nenner durch a teilt sowie g = ¢/cs und a = c)/cs einsetzt, erhilt man
die Gleichung fiir die BRUNAUER-EMMET-TELLER-Adsorptionsisotherme, in der man die Kon-
zentrationsverhéltnisse c¢/c; und c/cs natiirlich auch durch die entsprechenden Druckverhilt-
nisse p/p; und p/ps ersetzen kann (Bild 3),

O - c/a
(I+c/a—c/cs)-(1—c/cs)

(BET-Adsorptionsgleichung)

Bild 3: BRUNAUER-EMMET-TELLER-Adsorptionsisothermen.
Dargestellt ist der Bedeckungsgrad ® in Abhéngigkeit vom
reduzierten Druck p/ps fiir verschiedene Werte des Verhilt-
nisses Halbwertsdruck p; durch Sittigungsdruck ps. Je
kleiner der Halbwertsdruck p;, desto fester die Bindung an
die Oberfliche. p; < ps entspricht einer adsorbierenden, p, =
ps einer indifferenten, p; > ps einer abweisenden Oberfli-
che.

o 011 10 pi/ps

{041

p/ps

6. Verallgemeinerung der Adsorptionsgleichungen

Man kann den Adsorptionsgleichungen eine allgemeinere Fassung geben, in der der zu ad-
sorbierende Stoff B in beliebiger Form vorliegen kann (nicht nur als diinnes Gas oder diinne
Losung), wenn man bei der Herleitung nicht auf die Massenwirkungsformel fiir B zuriick-



greift. Wir konnen diesen Schritt leicht riickgiingig machen, indem wir mittels eines Ansatzes
der Art ¢ = u; + RT In(c/cy) bzw. ci/c = exp [(u1 - 1) /RT] die Konzentrationen wieder durch
Potentiale ersetzen. Interessant ist dies fiir die LANGMUIR-Gleichung & = (ci/c + 1) ~ "und -
als Gegenstiick dazu — die BET-Gleichung fiir ¢; = ¢s, & = (ci/c - 1) -1 die die ,,Kondensati-
on‘“ des Gases B an einer ,,indifferenten* (weder adsorbierenden noch abweisenden, im Bin-
dungsverhalten der Fliissigkeit B gleichenden) Oberflidche beschreibt. Wir erhalten zwei
wichtige Funktionen, dargestellt in Bild 4, von denen wir eine bereits bei der Protonierung
einer Base kennengelernt haben und denen wir spiter noch einmal begegnen werden:

A= # LANGMUIR-Adsorption A= # ,,Kondensation an indifferenter Oberfliche*
MHi—p . M- .
e KT +1] (FErRMI-DIRAC-Verteilung), e KT —1] (BOSE-EINSTEIN-Verteilung).

Kondensation an indifferenter Oberfldche

LANGMUIR- Bild 4: Bedeckungsgrad @ als Funktion des chemischen
Adsorption Potentials u des zu adsorbierenden Stoffes fiir zwei theore-
tisch interessante Sonderfille. R Gaskonstante, T Tempera-
| tur, #, ,,Halbwertspotential* (bei dem fiir die erste Adsorpti-
1 onsschicht Halbbesetzung erreicht wird).
“lemr
M4

7. Translationsbeitrag zum chemischen Potential

Wir wollen den Beitrag der verschiedenen quantenmechanisch moglichen Translationszu-
stande der Molekeln eines in einem Gefdl mit dem Volumen V befindlichen diinnen Gases B
zum chemischen Potential ¢ berechnen. Wir nehmen zunéchst an, da3 sich alle Molekeln in
demselben inneren Zustand — Drehungs-, Schwingungs-, Elektronen-, Kernzustand — mit der
Energie ¢ befinden, so daB sie alle gleich sind. Wenn wir uns das Gefdfl der Einfachheit halber
als Wiirfel mit der Kantenldnge a denken, ist die zusitzliche Energie der B-Molekeln mit der
Masse m in den einzelnen Translationszustidnden durch die folgende Gleichung gegeben:

e n2h2

= 2 n=(n1,n2,n3) und nl,ng,n3=1,2,3....
8ma

Wir fassen nun jeden Translationszustand n als eine Art Platz ]:ln innerhalb des Gefél3es auf,

der mit B-Teilchen besetzt werden kann, und zwar mit hochstens einem Teilchen, wenn es
sich hierbei um Fermionen handelt, und mit unbeschriankt vielen im Falle von Bosonen,

Dn 1B — n’ { i=0,1 fiir Fermionen,

i=0,1,2,3... fiir Bosonen.

Nun bestehen in einem diinnen Gas erstens keine nennenswerten Wechselwirkungen zwi-
schen den Teilchen und zweitens ist die Zahl der verfiigbaren Plidtze sehr viel groBer ist als
die Teilchenzahl N. Ersteres heift, da die Plidtze unabhingig voneinander besetzt werden,
letzteres, dal} der Besetzungsgrad 2 fiir alle Plitze klein bleibt, @, « 1, so daB man Mehrfach-

% Statt des Begriffes Bedeckungsgrad, der sich auf Flichen bezieht, verwenden wir hier den allgemeineren Begriff Besetzungsgrad. Den
Namen Besetzungszahl behalten wir der Teilchenzahl in bestimmten Quantenzustinden vor. Die Besetzungszahl ist dann ganzzahlig, der
Besetzungsgrad (= mittlere Besetzungszahl) reell.



besetzungen, also Vorgédnge mit i > 1, auBler acht lassen kann. Fermionen und Bosonen ver-
halten sich unter diesen Umsténden gleich. Fiir das chemische Potential eines leeren und ein-
fach besetzten Platzes greifen wir auf die Ansitze zuriick,

u( 1) = w1 + RT m@-6,), u([Bl.) = w([Bl,) + RT nG,.
0 =0 (en+ o)t

Wihrend wir im linken Ansatz das logarithmische Glied wegen & ,, « 1 praktisch null setzen
konnen, so dal3 ,u(Dn) verschwindet, konnen wir im rechten das Grundglied durch (&, + ¢)/t

ausdriicken. Der Stoff B wird innerhalb des GefiBBes zwischen den verschiedenen Pliatzen aus-
getauscht oder auch zwischen Gefdfl und Umgebung, wenn die GefiBwénde stoffdurchléssig

sind, bis alle Vorginge Dn +B %n im Gleichgewicht sind, das heilt bis
,u(Dn)+ U= ,un) oder aufgrund obiger Ansitze bis
U = (e.+€)/7 + RT In6O, fiir alle n

geworden ist. Um N zu berechnen, 16sen wir nach @, auf und summieren iiber alle n:

O, = exp(ﬂRT/ j ~on /AT N = Z@ _ exp(:” E/Tj Ze sn /KT

Die Summe rechts stimmt mit der Translationszutandssumme z; aus der Quantenstatistik
iberein, die wir nach bekanntem Muster berechnen konnen. Diesen Teil der Rechnung kann
man nicht gerade als elementar bezeichnen; er ist aber auch nicht besonders schwierig, so daf3

er hier trotzdem durchgezogen werden soll. Mit der Abkiirzung g="h/2a~2mkT erhélt man:

\/; / 26[ (laut Mathematik-Formelsammlung)

o a2 {nfenfend) = _gp | T g2 ’ (277ka)3/2
Ze—sn/kT — Z P G R 1 P Ie Cdn | = . 1%
h;
n m=|

ny,n,,ns=l1 0
Der Ubergang von der Summe zum Integral ist moglich, wenn ¢ « 1 ist, so daB sich der Funk-
tionswert f(n) = e mit ganzzahlig wachsendem n; nur wenig dndert. Diese Bedingung
ist fiir iibliche Temperaturen und makroskopische Abmessungen a gut erfiillt. Wenn man die
,,Quantenlc’inge‘‘3 A=h/\2xmkT oder die ,,Entartumgskonzentmtion“4 c. = /> als Abkiir-
zung einfiihrt, vereinfacht sich das Ergebnis zu Ze‘g”/ ‘' =V /» = Ve /1. Einsetzen in die

Gleichung fiir N und Auflosen nach u liefert wegen Nt/V = ¢ schlieBlich fiir den gesuchten
Translationsbeitrag:

u=% + RT h< mit o=2X, j=—_h
T

Ce 2 N 2rmkT

Um die Gleichung auf die iibliche Gestalt # = uo + RT In(c/cp) zu bringen, braucht man nur
(c/ce) = (clco)/(ce/co) einzusetzen und entsprechend umzuformen. Da man jedoch bei Gasen
den Druck p statt der Konzentration c als Veriinderliche bevorzugt, wollen wir unsere Uberle-
gungen in dieser Richtung fortsetzen.

3 \J2nmkT  beschreibt die Impulsunschirfe aufgrund der thermischen Bewegung der Teilchen, die Quantenlinge A=h/2zmkT die

zugehorige Ortsunschirfe. Die Schwerpunktlage eines thermisch bewegten Gasteilchens ist nur bis auf einen Fleck der Linge, Breite und
Hohe A bestimmt. Bei Zimmertemperatur betrégt A fiir Wasserstoffatome 100 pm (gaskinetischer Durchmesser 250 pm) und fiir Elektronen
4300 pm.

Damit sich ein Gas wie gewohnt verhilt, muf3 seine Konzentration ¢ « ¢, = Asein. Es entartet, wenn ¢ in der GroBenordnung von c. oder
dariiber liegt, wenn also auf ein Volumen der Grofe A° ein oder mehr Teilchen entfallen. Fiir Elektronen bei Zimmertemperatur betrigt c, =
21 mol m>. Die Konzentration der Leitungselektronen in einem Metall liegt weit dariiber (= 10° mol m™").
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8. Eigenschaften diinner Gase

Um uns zu iiberzeugen, daB3 der im Gefdl auf die gedachten Plitze ]:ln verteilte Stoff B

sich wirklich wie ein Gas verhilt, wenden wir die aus der Thermodynamik bekannte Bezie-
hung (Gu/oV)r, = —(Op/on)vr auf die im letzten Abschnitt gewonnene Gleichung fiir x an,
wobei wir beachten, dal ¢ = n/V und ¢, unabhéngig von V ist:

) _(9) _o,RT
(anjv,f(avlf“ v

Integration iiber n bei festem V und 7T liefert, ganz wie erwartet, das Gasgesetz
p =nRT/V = cRT. Wir konnen daher ¢ in der Gleichung x#=2+RT In< wunschgemil durch
T C,

p ersetzen, c/c, = plp, mit p, = ¢.RT = kT/A> als ,.Entartungsdruck®: u=%—-RTInL=+ RTInL.
T pO po

Durch Einsetzen von p, und /4 erhalten wir schlieBlich

| > 3/2 kT 5/2 |
wo= & ' grw/ G DL ppin 2
T |  po | Do
/[\ — —— _
HMinn /th,()(T)

Uo(T) ist der Grundwert des Translationsbeitrags, das hei3t der Wert beim Bezugsdruck po,
wihrend uin, den Beitrag der inneren Molekelzustinde darstellt, der hier nur aus dem Glied &/t
besteht, weil wir nur einen Zustand angenommen hatten. Im Falle mehrerer innerer Zustinde
mit den Energien ¢; erscheint stattdessen

Him= RTane_ﬁ/kT ,

wie man sofort herleiten kann, wenn man wieder alle Teilchen in demselben Zustand zu ei-
nem Stoff B(i) zusammenfallt und alle diese Stoffe zusammen als Gleichgewichtsgemisch
betrachtet. Die frither hergeleiteten Ausdriicke fiir den Schwingungs- und Rotationsbeitrag,
us(T) und p, (T), sind Sonderfille dieser Gleichung.

Als Zugestindnis an bisherige Gepflogenheiten seien abschlieBend noch Entropie und
Wirmekapazitit fiir ein einatomiges Gas B ohne innere Freiheitsgrade berechnet, fiir das also
Uinn = €/T 1st. Einmaliges Ableiten nach T bei festem p liefert bis auf den Faktor -1 die molare
Entropie, Sm = -(0u/0T)p,», zweimaliges bis auf den Faktor — 7" die molare Wirmekapazitit bei
konstantem Druck, Cp = - T(@z,u/éTz)p,n:

3/2 5/2
Sm = R{ln[(znm)h#j + %} (SACKUR-TETRODE-Gleichung)
P
5
Cm = =R
P 2

Der Translationsbeitrag fiir die um R kleinere molare Wirmekapazitiat Cy,, betridgt folglich
3/2 R und somit die Energie fiir einen Translationsfreiheitsgrad eines Teilchens 1/2 kT, wie es
der Gleichverteilungssatz verlangt.

9. FERMI-DIRAC-, BOSE-EINSTEIN- und BOLTZMANN-Verteilung

Wir fassen noch einmal die Besetzung eines einzelnen Platzes D mit Teilchen B ins Auge,

wollen aber jetzt die Voraussetzung & « 1 fiir den Besetzungsgrad fallen lassen. Als Platz
betrachten wir hier allgemeiner eine Gesamtheit von Quantenzusténden, die sich in der Beset-
zungszahl unterscheiden, nicht aber in den sonstigen Quantenzahlen. Ein Orbital in der Elek-
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tronenhiille eines Atoms oder eines Atomverbandes ist ein Beispiel fiir einen solchen, mit
Elektronen besetzbaren Platz, sofern man Zustédnde mit verschiedener Spinquantenzahl als zu
verschiedenen Orbitalen gehorig ansieht. Die zu betrachtenden Besetzungsvorginge sind:

) i=0,1 fiir Fermionen,
D-HB_)’ { i=0,1,2,3... fiir Bosonen.
Fiir das chemische Potential des i-fach besetzten Platzes benutzen wir den Ansatz

,u)z,uo(n)+RT In®; mit o )=i-8/‘L'.

Dal} wir ,uo() proportional zur Besetzungszahl i angesetzt haben, bedeutet, da3 wir nach

wie vor von Wechselwirkungen zwischen den Teilchen absehen. & umfallt hier sowohl die
Energie aufgrund einer etwaigen inneren Anregung des Teilchens als auch den Energiegewinn
bei Besetzung des Platzes. Die Gleichgewichtsbedingung

U (D)H U= () nimmt damit wegen o (D) =0 die folgende Gestalt an:

RTInG, +i-u=i-¢e/t + RTInG, oder, aufgelost nach @,
@o-[ exp('m-_gj —i =06 fiir alle i.
kT A q

q dient hier nur als Abkiirzung. Multiplizieren der Gleichung zum einen mit dem Faktor 1,
zum anderen mit dem Faktor i und Summieren iiber alle 7 liefert im Falle von Fermionen die
beiden links stehenden Beziehungen und im Falle von Bosonen fiir ¢ < 1 die beiden rechts
stehenden Beziehungen:

A(l+q) = Oy +6), 6 (1+g¢q +q2+q3+ﬁ =6 +6,+6, + ...,
H_J — —— — — _
1. 1+ C[) B 1(g,reomet_rische Reihe) 1
Gvg = 6 =6 Gog (1+2g +3¢ +..) = O +260, +360; + ....
~~ Y — S~ ' —
(1+q)~° e

Der Ausdruck 1 + 2g + 3¢” + ... ist gerade die Ableitung von 1 + g + ¢ +¢q + ....Daher ist
seine Summe gleich der Ableitung d(1 - q) ~ 1/dq = (1+gq " 2, Wenn wir @ aus den Glei-
chungen in der ersten Zeile berechnen und in die Gleichungen in der zweiten Zeile einsetzen,
ergibt sich als Besetzungsgrad

O = (g"+1)" fiir Fermionen, O=(q"-1)" fiir Bosonen.
Indem man g ausschreibt, bekommt man die Verteilungsfunktionen (links und Mitte):
— 1 — 1 Ut-g
e = sur @ = sue O =er
e kT +1 e kT —1
FERMI-DIRAC-Verteilung, BOSE-EINSTEIN-Verteilung, BOLTZMANN-Verteilung.

Die beiden Funktionen sind in Bild 5 dargestellt. Wenn das chemische Potential unter den
Wert ¢/t sinkt und damit die Besetzungsgrade & klein werden, haben die Funktionen densel-
ben Verlauf. Die 1 im Nenner wird dann vernachlidssigbar und man erhélt die oben rechts an-
gegebene, fiir kleine @ geltende Verteilungsfunktion. Falls man viele Plitze mit derselben
Energie ¢ zu einem Energieniveau zusammenfa3t, was vielfach geschieht, dann kann die mitt-

lere Teilchenzahl N hierfiir durchaus mittels der BOLTZMANN-Verteilungsfunktion berechnet
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werden, auch wenn N > 1 ist, sofern nur die Besetzungsgrade & fiir die Einzelplitze klein

bleiben.

Bose-EINSTEIN

BOLTZMANN

FermI-DIRAC

FErMI-Kante

A 2 KT <

Bild 5: FERMI-DIRAC- und BOSE-EINSTEIN-Verteilung
a) Besetzungsgrad ® eines Platzes D mit Fermionen

oder Bosonen in Abhéngigkeit vom chemischen Poten-
tial ¢; T Temperatur, ¢ Teilchenenergie auf dem besetz-
ten Platz; gepunktet: Extrapolation des gemeinsamen
Anfangsteils, der einer BOLTZMANN-Verteilung ent-
spricht. Vgl. hierzu Bild 4!

b) Verteilung von Fermionen auf Plitze (diinne Stri-
che) unterschiedlicher Energie &. Besetzungsgrad &
(dicke Balken) in Abhingigkeit von . Abgesehen von
einer Ubergangszone in der GroBenordnung von k7
sind alle Plitze unterhalb der Fermi-Kante uz voll

besetzt, oberhalb davon dagegen leer.

10. Riickblick

Wir sehen, daB sich die Aufgabe, die wir uns anfangs gestellt hatten, die phinomenologi-
sche Beschreibung von Makrosystemen auch auf Mikrosysteme auszudehnen, ohne besondere
Schwierigkeiten hat 16sen lassen. Damit sind auch die anfangs genannten Einwinde, so iiber-
zeugend sie auf den ersten Blick gewirkt haben mogen, hinfillig. Wir sind nachtriglich ge-
neigt, sie als unbegriindete Vorurteile abzutun. Aber die Griinde miissen deswegen damals —
nach dem damaligen Wissensstande — keineswegs falsch gewesen sein. Jetzt — im Lichte neu-
er Erkenntnis — miissen wir sie allerdings iiberpriifen und entsprechende Konsequenzen zie-
hen.

Das erste Argument, dal Unterschiede in den Beschreibungsmustern in einem gut durch-
dachten Gebiet es erwarten lassen, da3 solche Abweichungen nicht willkiirlich bestehen, ist
so nicht zu bezweifeln. Nur die Voraussetzung, da3 die Thermodynamik und die chemische
Dynamik trotz ihrer langen Geschichte ,,gut durchdacht* sind, scheint nicht zuzutreffen. Man
kann aufgrund unseres Befundes vielmehr umgekehrt erwarten, dal damit noch lidngst nicht
alle Verwerfungen im Begriffsgefiige aufgefunden worden sind.

Das zweite Argument betraf den Umstand, daB Makrosysteme Merkmale besitzen konnen,
die entsprechende Mikrosysteme nicht haben und daher eine Gleichbehandlung ausgeschlos-
sen ist. Man kann etwa einem isolierten Vielteilchengas Temperatur 7" und chemisches Poten-
tial # zuordnen, nicht aber einem abgeschlossenen System aus ein, zwei oder drei Gasteilchen.
Diese Einschrinkung entféllt bei Mikrosystemen, die im thermischen und chemischen
Gleichgewicht mit ihrer makroskopischen Umgebung stehen, weil dort 7 und x# von auflen
festgelegt werden. Es geniigt also, auf die hier sowieso uninteressante Isolierung von der Um-
gebung zu verzichten, um die gewiinschte Gleichbehandlung zu erreichen.

Das dritte Argument war, da3 in der Quantenstatistik durch das PAULIsche AusschlieBungs-
prinzip ein vollig neuartiger Aspekt in die Betrachtung hineingelangt. Dies ist ein Scheinar-
gument. Tatsédchlich schliet ein an eine Base gebundenes Proton die Bindung eines zweiten
Protons an derselben Stelle ebenso aus, wie ein Elektron in einem Orbital ein zweites Elek-
tron fernhilt. Im ersten Fall machen wir dafiir das PAULI-Prinzip verantwortlich, im zweiten
die rdumliche Ausdehnung der Atome. Aber auch der Platzbedarf der Elektronen in der
Atomhiille und damit die Abmessungen der Atome und Molekeln werden durch das Aus-
schlieBungsprinzip beherrscht. Der Aspekt ist also keineswegs neu, sondern er wird, ohne
ausdriicklich genannt zu werden, lingst einbezogen.

Ahnliches gilt fiir das vierte Argument, da8 die Ununterscheidbarkeit gleicher Teilchen erst
in der Quantenstatistik zum Tragen kommt, nicht aber bei gewdhnlichen chemischen Vorgin-
gen. Schon bei den einfachsten chemischen Gleichgewichten lassen sich Widerspriiche kon-
struieren, wenn wir die Ununterscheidbarkeit nicht beachten.
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Wenn wir beispielsweise einen gelosten Stoff B mit der Konzentration ¢ und dem chemi-
schen Potential 4 = po + RT In(c/co) gedanklich in zwei identische Komponenten aus den glei-
chen B-Teilchen mit den Konzentrationen ¢/2 zerlegen, dann mii3ten wir den Komponenten
das chemische Potential po + RT In((c/2)/ cp) < i zuordnen. Stiinde also B mit einem Stoff A
im Gleichgewicht, dann wiirde dies fiir die gedachten Komponenten nicht gelten, so dal A in
diese und damit in B zerfallen miilte. Die Zerlegung eines Stoffes in Teilstoffe, ein gedankli-
ches Hilfsmittel, das wir so oft benutzt haben, setzt voraus, daf} die Teilstoffe voneinander in
irgendeinem Merkmal verschieden sind. Erst die kiinstliche Verletzung dieser Voraussetzung
fiihrt zu Widerspriichen. Die Ununterscheidbarkeit gleicher Teilchen tritt bei uns daher nicht
als besondere Schwierigkeit auf, sondern ist das spezifische Problem eines Ansatzes, in dem
Konfigurationen individueller Teilchen zum Ausgangspunkt statistischer Uberlegungen ge-
macht werden.

11. Ausblick

Bei unseren Herleitungen sind wir bisher nirgendwo an Grenzen gestof3en, an denen unsere
Mittel versagt haben. Im Gegenteil, wir haben gewisse Schliisselgleichungen erreicht, von
denen ein Grofteil des Anwendungsgebietes der Molekularstatistik zugénglich ist. Da statisti-
sche Begriindungen in vielen Bereichen der Chemie herangezogen werden, tut sich hier ein
weites Einsatzfeld auf.

Allerdings haben wir, um die Massenwirkungsformel benutzen zu konnen, stets Wechsel-
wirkungskrifte zwischen den Teilchen eines gelosten, adsorbierten oder gasformigen Stoffes
ausgeschlossen. Es sind also immer ,,ideale* Verhiltnisse vorausgesetzt worden. Was ist zu
tun, wenn diese Bedingung nicht mehr erfiillt ist? Auf Anhieb ist nicht erkennbar, wie diese
Beschriankung iiberwunden werden konnte. Wieder entsteht der Eindruck, nun an eine
Schwelle zu gelangen, die fiir unsere einfachen Mittel zu hoch ist. Andererseits haben wir
gerade festgestellt, wie triigerisch solche vorschnellen Urteile sein konnen, so dal man sich
von einem Versuch dadurch nicht abhalten lassen sollte. In der Tat zeigt es sich, dal man mit
etwas Geschick auch diese Hiirde iiberspringen kann. Wir wollen in einem weiteren Beitrag
die Moglichkeiten zur Einbeziehung zwischenmolekularer Wechselwirkungen untersuchen,
etwa der COULOMBschen Krifte zwischen gelosten Ionen, des Platzbedarfs von Gasmolekeln
oder der gegenseitigen Beeinflussung adsorbierter Teilchen.
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Quantenstatistische Aufgaben - elementar gelost (I11)
Georg Job

Zusammenfassung: Die in den Teilen I und II besprochenen Losungsverfahren, die im wesentlichen nur von der
Existenz des chemischen Potentials sowie seiner Konzentrations- und Energieabhingigkeit Gebrauch machen,
bleiben bei geschicktem Finsatz auch dann anwendbar, wenn Wechselwirkungen zwischen den geldsten, ver-
dampften oder adsorbierten Teilchen bestehen. Dies wird fiir Losungen am Beispiel der DEBYE-HUCKEL-Theorie
der interionischen Wechselwirkung, fiir Gase am Beispiel der VAN-DER-WAALS-Gleichung und fiir Adsorbate so-
wie andere Systeme allgemein gezeigt. Den Abschluf3 bildet die Herleitung der BOLTZMANN-SHANNON-Gleichung
fiir die Entropie.

1. Einleitung

In allen unseren Rechenbeispielen wurden hauptsidchlich zwei Eigenschaften des chemi-
schen Potentials benutzt, die Konzentrations- und Energieabhingigkeit, ausgedriickt durch
zwel Gleichungen, denen wir bequemlichkeitshalber Namen gegeben hatten ,,Massenwir-
kungsformel ¢ = uo + RT In (c/co) und ,,Anregungsformel* u(e) = u(0) + &/z. Die Giiltigkeit
der ersten Gleichung ist nun an die Bedingung gebunden, dafl keine spiirbare Wechselwir-
kung zwischen den im Raum verteilten Teilchen besteht. Nur fiir ideale Gase oder ideale Lo-
sungen trifft sie zu, ein Zustand, der sich nur bei entsprechend hoher Verdiinnung annihernd
erreichen 14Bt. Damit scheiden dichtere Gase und konzentriertere Losungen aus der Behand-
lung aus.

Nun wissen wir aufgrund unserer bisherigen Erfahrungen, wie vorsichtig man mit derartigen
Schliissen sein mufB3. Ein gliicklicher Einfall kann geniigen, eine Hiirde zu iiberspielen, die
vorher uniiberwindlich schien (Bild 1). Anregungen zur Losung unseres Problems kann man
sich aus ganz verschiedenen Bereichen holen. Zur Berechnung der Abweichungen vom Ideal-
verhalten bei gelosten Elektrolyten kommen DEBYE und HUCKEL mit dem BOLTZMANNschen
Satz und der POISSIONschen Gleichung aus. Wir brauchen also nur auf der Ebene der chemi-
schen Potentiale die entsprechenden Schritte zu tun, um dasselbe Ziel zu erreichen. Als Vor-
teil konnen wir dabei verbuchen, da3 wir nicht von einer auf die andere Ebene umsteigen
miissen, von der statistischen auf die phinomenologische, sondern dafl wir von vornherein mit
derjenigen Grofle beginnen, die uns am Ende auch interessiert. Um den Aufwand an Mathe-
matik niedrig zu halten, bietet es sich an, die Ausbildung der Ionenwolken zunéchst an ebenen
Grenzflidchen zu studieren — in Analogie etwa zur barometrischen Hohenformel —, bevor man
zu den kugelsymmetrischen Wolken um die Ionen iibergeht.

Die so gewonnenen Einsichten lassen sich wiederum nutzen, um des Verhalten realer Gase
zu beschreiben. Wir wihlen als Beispiel das VAN-DER-WAALSsche Gas, weil die Zustands-
gleichung und die zugehorigen physikalischen Modellvorstellungen jedem Chemiker geldufig
und daher mit unseren Annahmen und Ergebnissen sofort vergleichbar sind. Natiirlich kann
man sich, nachdem man den Weg kennt, die Anleihe bei der Elektrochemie sparen, und gleich
von idealen zu realen Gasen libergehen.

Bild 1: Unkonventionelle Losung einer bekannten Aufgabe
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Nachdem wir in Teil II die Scheu vor Mikrosystemen verloren haben, konnen wir auch die-
se als Vorbilder fiir geeignete Losungsansitze heranziehen. So kann uns etwa eine mehrfach
protonierbare Base, Bs + iH — [BsHi] , als Modell fiir eine Oberfldche mit Adsorptionpldtzen
dienen, wo zwischen den adsorbierten Teilchen starke Wechselwirkungen bestehen. Es hin-
dert uns nichts, sich Bs als sehr groBe Molekel mit entsprechend vielen Adsorptionsplidtzen zu
denken. Wenn wir uns die Plétze statt auf der Oberfldche im Innern einer homogenen Molekel
verteilt denken, haben wir ein Modell fiir eine Losung mit starker Wechselwirkung zwischen
den gelosten Teilchen. Wir wollen diesen Ansatz an einem Beispiel aus der Oberfldchenche-
mie durchspielen. Die Ubertragung auf Lésungen sollte dann keine besonderen Schwierigkei-
ten mehr bereiten.

2. Doppelschichten an Elektrodenoberflichen

An einer geladenen, aber stromlosen Grenzfldche in einer Elektrolytlosung bildet sich in der
Losung eine Randschicht aus, in der das elektrische Potential ¢(r) und die Konzentrationen
ci(r) der verschiedenen lonenarten von den weit weg im Losungsinnern herrschenden Werten
(o) und c;(0) abweichen. r bezeichnet den Abstand von der eben gedachten Grenzfliche
(Bild 2).

clc(oo)

b)

<——> Doppelschicht
<——> diffuse Randschicht

Bild 2: a) Ionenkonzentration ¢ und elektrisches Potential
¢ in der Randschicht einer positiv gegen die Losung
aufgeladenen Elektrode. » Abstand von der Elektrode, (r =
0 fiir die Mittelpunkte der Ionen bei Berithrung mit der
Elektrode) z Ladungszahl, F  Faradaykonstante,
R Gaskonstante, T Temperatur, / Abschirmlidnge. Fiir
kleine Spannungen zwischen Elektrode und Losungs-
innern, ¢(0) - p(©) « RT/F = 25 mV bei 298 K nihern
sich die c- und ¢- Werte exponentiell, ~ exp (#/]) den
Werten fiir grof3e r.

b) Das in den positiven Ladungen der Elektrodenoberfli-
che entspringende Feld versiegt in den tiberschiissigen
negativen Ladungen der Randschicht, so daf das Lo-
sungsinnere feldfrei wird. Die Punktdichte rechts kenn-
zeichnet die Ladungsdichte.

Die Randschicht schirmt die Losung elektrisch gegen die geladene Grenzfliche ab: Das von
dort ausgehende Feld verebbt in der Randschicht. Die Abschirmung ist um so wirksamer, die
Randschicht um so diinner, je ionenreicher die Losung ist. Als natiirliches Maf3 dafiir, wie
ionisch die Losung ist, bietet sich die ionale oder — schlichter ausgedriickt — ionische Konzen-
tration c, an'. Unter den Ausdriicken

el G

c
—_— /—’Q
ZZiOCi, ZZilci, ztci,
i i

1

beschreibt der erste die Gesamtkonzentration aller Bestandteile, der zweite bis auf den Faktor
7! die Ladungsdichte p, der dritte die ,,Jonigkeit* der Losung.
Im folgenden soll nur der einfachste Fall einer aus der geladenen Grenzflidche und einer ent-

gegengesetzt geladenen diffusen Randschicht bestehenden Doppelschicht betrachtet werden.
Wir nehmen an, daf3 alle Ionen unverédnderliche Solvathiillen gleichen Durchmessers besitzen

Um GroBen zu kennzeichnen, die mit der (inter-) ionischen Wechselwirkung zusammenhéngen, wihlen wir den Index 1 (kleines Iota), der
vom Index i sorgfiltig zu unterscheiden ist. Statt ¢, bevorzugt man aus historischen Griinden die halb so groBe molare Ionenstirke, I. =% c,,
wodurch ein Faktor 2 in die Formeln eingeschleppt wird, und aus praktischen Griinden (wegen der Unabhéngigkeit von Druck und Tempera-
tur) die ionische Molalitiit, b, = Zz?b; , beziehungsweise die entsprechende molare Ionenstéirke I, =% b,.
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und nicht an der Grenzfliche adsorbiert werden. Um der potentiellen Energie eines Ions mit
der Ladungszahl z; im elektrischen Feld Rechnung zu tragen, hat man, wie frither auseinan-
dergesetzt, das zugehorige chemische Potential um das Glied z; 7 ¢(r) zu ergidnzen. Dann gilt
aufgrund der Massenwirkungsformel, falls man ¢(c0) = 0 wihlt:

ci(r)

ci(e0)’

Solange von Ort zu Ort Unterschiede in den Potentialen x;(r) bestehen, wandern die Ionen und
dndern damit ihre Konzentrationen c;(r). Im Gleichgewicht hat jedes dieser Potentiale iiberall

denselben Wert y;. In diesem Falle heben sich die beiden Glieder w;(r) und yi(0) weg, so daf3
man beim Auflésen der Gleichung nach ¢,(r) den Ausdruck

ci(r) = c,»(oo)-exp(—%g;(r)j = c[(oo)-[l—%q}(r)} fiir o(r) < RT/z;¥F
erhilt. Der Ausdruck rechts ergibt sich aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion,
wenn man die Reihe nach dem linearen Glied abbricht. Diese Vereinfachung der Rechnung
bedeutet, da wir uns auf kleine Spannungen zwischen Grenzflaiche und Losung,

©(0) — p(0) « RT/F beschrinken miissen.

In der Randschicht gleichen sich die Ladungen der Ionen auch im Gleichgewicht nicht aus,
sondern verursachen eine Raumladung der Dichte p(r) = F > z; ci(r), die ihrerseits gemil der
PoISsONschen Gleichung dort den gekriimmten Verlauf des elektrischen Potentials bewirkt.
Mit den oben berechneten c,(r)-Werten finden wir (¢ = ¢ g Permittivitit, & Permittivitdatszahl,
g elektrische Feldkonstante, ¢, = ¢, () ):

:5% = p(r)) = sza(w) _ZZiZCi(‘)o) ' RLZT ().

~
PorssoN-Gleichung p(o) =0 c

ui(r) = () + z:Fp(r) + RT In

p(o) verschwindet, weil die Losung im Innern elektroneutral ist. Mit den Abkiirzungen
0" = &p(r)/or* und [~*= ¢, F*/ ¢RT lautet die obige Gleichung:

_q-2
p"=1"-9p.

Durch zweimaliges Ableiten liberzeugt man sich leicht, daB die Gleichung durch den Ansatz

p=ae” " folglichgp” =172 -ae* r/l gelost wird, wobel a = ¢(0) gilt und in unserem Falle

im Exponenten nur das negative Vorzeichen brauchbar ist, weil e * " fijr r — oo divergiert.
Wir gelangen so zusammen mit den oben gefundenen Ausdriicken fiir ¢i(r), in die wir ¢(r)
einsetzen, zu dem in Bild 2 dargestellten Ergebnis:

@(r) = ¢0)- e } fir @) « RT/ F
a(r) = Q(W)-[l—%q;(o)-e"’”} mit  [=+/eRT/c¢F*.

Wir sehen, dall die Abweichungen des Potentials Agp = ¢(r) — ¢(0) und der Ionenkonzentra-
tionen Ac; = c¢i(r) - ci(0) von den Werten im Losungsinnern in der Randschicht exponentiell
mit dem Abstand von der geladenen Grenzflidche abklingen, wobei die DEBYE-Ldnge oder —
anschaulicher — Abschirmlinge / ein Mal} fiir die Dicke der das Feld abschirmenden Rand-
schicht darstellt.



3. Theorie der zwischenionischen Wechselwirkung

DEBYE und HUCKEL nahmen an, da8 sich in einer diinnen Elektrolytlosung auch um jedes
Ion eine kugelsymmetrische Randschicht ausbildet, die die Ladung des Zentralions abschirmt.
Die lIonenkonzentrationen c¢; (r) und das elektrische Potential ¢(r) als Funktionen des Abstan-
des r vom Mittelpunkt des Zentralions lassen sich unter entsprechenden Voraussetzungen
nach demselben Muster wie im letzten Abschnitt berechnen. Wir iibergehen hier die — auller
einigen mathematischen Besonderheiten infolge der Kugelsymmetrie — nichts wesentlich
Neues bringende Rechnung und untersuchen, etwas vereinfachend, die fiir die Chemie wich-
tigste Folge der Abschirmung.

Ohne diese wire das Zentralion, dessen Ladungszahl z und dessen Durchmesser d sei, von
einem weitreichenden elektrischen Feld umgeben. Durch die Ausbildung einer Randschicht
mit der Dicke /, berechenbar nach der im letzten Abschnitt genannten Gleichung, verschwin-
det das Feld auf3erhalb eines Abstandes r = d + [ (Bild 3) und damit auch dessen Energieinhalt
¢ weitgehend. Mit Hilfe der Formel fiir die Kapazitit einer Kugel mit r als Halbmesser, C =
4n er, und der Gleichung fiir die Energie eines die Ladung Q tragenden Kondensators, E =

% QZ/C, ergibt siche = el 4n e(d + 1). Diese Energieeinbufle dulert sich gemil der Anre-
gungsformel in einer Senkung des chemischen Potentials ¢ der entsprechenden Ionenart um
e/t

Bild 3: Auch um ein Ion in einer diinnen Elektrolytlosung
— bildet sich eine diffuse Randschicht oder ,,Jonenwolke* aus,
p die innen durch eine Kugel mit dem Halbmesser d begrenzt
wird (d Ionendurchmesser) und deren Dicke sich durch die
Abschirmlinge [ kennzeichnen 148t. Die Abweichungen des
elektrischen Potentials und der Ionenkonzentrationen von
den Durchschnittswerten im Losungsinnern fallen ~
exp(#/l)/r mit dem Abstand » vom Mittelpunkt des Zentrali-
! ons ab. Die Punktdichte in der Ionenwolke kennzeichnet die
difiuse Randschicht © . Autenraum Ladungsdichte in der Zeichenelgene. Erst bei einer ionischen
Konzentration von 1 kmol m™ ~ wird formal [ = d, wie im
Bild dargestellt, wihrend / in diinnen Losungen um ein

Vielfaches grofer ist.

| 2
1=t + RT In& __reF (DEBYE-HUCKEL-Gleichung)
Q| 8me (d+1)
)7

u, st das ionische Zusatzpotential, das fir ungeladene, nichtionische Stoffe verschwindet.
Wenn wir die Gleichung fiir die Abschirmldnge / aus dem letzten Abschnitt iibernehmen,

l =hNa/¢ mit [y = NeRT /¥ , und uns zugleich auf so kleine ionische Konzentrationen

beschrinken, dall d gegen [ vernachldssigbar wird, — in wiBrigen Losungen der iiblichen Io-
nen (einschlieBlich Hydrathiille d = 0,4 nm) ist dies fiir ¢; < 10 mol m 3 (I =4 nm) einigerma-
Ben erfiillt (vgl. Bild 4) —, dann gilt*:

2 Fiir Wasser bei 298 K und 1 kmol m™ als Bezugskonzentration ¢o gilt g0 = —2,062 kJ mol -!. Wenn man 4, durch den entsprechenden
Aktivititskoeffizienten f;, und die ionische Konzentration durch die Ionenstérke I. = ¢,/2 ersetzt, gelangt man zu der bekannten Gleichung Ig f;
=4, /RT In10 = - const.z* \/—( mit const.- = 0,51 mol™ dm®* fiir Wasser von 298 K. Man bedenke aber dabei, daB man mit dieser Um-
rechnung zwar den iiblichen Formulierungen niher kommt, aber die allgemeinen Zusammenhinge wieder zu komplizieren beginnt.



o4 — fir d«|I. (DEBYE-HUCKEL-Grenzgesetz)

Bild 4: Ionisches Zusatzpotential g,
geloster Elektrolyte. Da sich fiir einen in
K o I1—1-Elektrolyt die Ionen A*,B»,C*,.. dissoziieren-
—_— \ den Elektrolyten A,B,C. ... der u,-Wert
mol \f T 1-2-Elektrolyt additiv aus den Beitriigen der einzelnen

- Ionen ergibt und daher nach dem DEk-
I 1-3-Elektrolyt BYE-HUCKELschen  Grenzgesetz  fiir

kleine ionische Konzentrationen c,

1 2-2-Elektrolyt s ., e
H w=(az +bzg +czd +..) to . ist,

x 1-4-Elektrolyt sollte fiir alle Elektrolyte u,/z* aufgetra-

gen gegen +/¢./ ¢ , anfangs zusammen-
43 fallende Kurven mit der Anfangsstei-
t gung u,o liefern. Dargestellt sind die
iiber verschiedene Elektrolyt desselben
Typs gemittelten MeBwerte, wobei die
T57 3{‘ Balkenlidnge die Streuung kennzeichnet
-0.6 ; und die beigefiigte Zahl die Anzahl der

dabei erfafiten Elektrolyte angibt. Be-
¢ zugskonzentration ist ce=1 kmol m ~.
0 Die Grenztangente und die ausgezogene
i Kurve sind nach der DEBYE-
HuckeLschen  Gleichung  berechnet,
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 wobei fir die Kurve d = [j.gewihlt
wurde.

Grenzta

==
H
S
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4. VAN DER WAALSsches Gas

Um das Verhalten dichter Gase und deren Kondensation zu erkldren, benutzt man mit Vor-
liebe das VAN DER WAALSsche Modellgas, weil die physikalischen Annahmen einleuchtend
und die daraus folgende Zustandsgleichung (p + an’/V?) - (V — nb) = n RT  mathematisch
ziemlich einfach, physikalisch durchsichtig und selbst auf das Kondensat noch halbwegs an-
wendbar ist. Die Berechnung der Konstanten a und b aus den Molekeleigenschaften gelingt
dagegen weniger leicht und unterbleibt oft. Die Entropie und das fiir die Chemie wichtige
chemische Potential # werden fast immer tibergangen.

Wir wollen gerade umgekehrt m an den Anfang stellen und die Gro3e unmittelbar aus den
VAN DER WAALSschen Annahmen iiber die molekulare Wechselwirkung berechnen ohne
Riickgriff auf die Zustandsgleichung. Wir denken uns wie iiblich N Gasteilchen als starre,
nicht rotierende, einander anziehende Kugeln vom Durchmesser d in einem Gefi3 vom Vo-
lumen V verteilt’. Ein geringfiigiger Teilchenaustausch mit der Umgebung sei ausdriicklich
zugelassen, etwa infolge einer schwachen Diffusion durch die Wéande. Wenn wir unterstellen,
daB die Anziehung auf Dispersionskriften beruht, konnen wir fiir die Wechselwirkungsener-
gie w(r) zwischen zwei Teilchen in Abhédngigkeit von ihrem Abstand r den LONDONschen
Ansatz

6
w(r) = —wo-(i)
’
benutzen (Bild 5). Um die durchschnittliche Energie w eines einzelnen Teilchens infolge der
Wechselwirkung mit allen seinen Nachbarn zu berechnen, stellen wir uns die Gasteilchen in

Man beachte, da3 Formelzeichen fiir Groen — hier der Durchmesser d — schrdg, Ziffern, Einheiten und ihre Vorsitze, Funktions- und
Operatorzeichen mit fester Bedeutung — hier das Differentialzeichen d — steil geschrieben werden (DIN 1338).
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gleichfoérmiger Dichte N/V tiber den Raum verteilt vor. Die Anzahl dN der Nachbarn, die sich
in einer Kugelschale der Dicke dr im Abstand r vom Mittelpunkt des betrachteten Teilchens

befinden ist dann durch dN = (N/V)-4x r* dr* gegeben, ihr Beitrag zu w durch — wo (dIr)® dN.
Integration iiber den ganzen Raum, in dem sich Nachbarteilchen aufhalten kénnen, das heif3t
vom kleinstmoglichen Abstand r = d bis an die GefdBwénde, was im molekularen Mal3stab
praktisch r = oo entspricht, fiihrt zu dem Ergebnis:

o= N o0, _ _ s N[ 1 5T _ 4m 5 N
_! () Arrdr 47rwdv[3rl— Tdw

Bezogen auf die Stoffmenge — fiir ein Teilchen gerade t —, liefert dies die durchschnittliche
molare Wechselwirkungsenergie

w _ _2an . _ 2xd’wy
&= £ mit a="—5—
T % 3T
3 Bild 5: Wechselwirkungsenergie w starrer, kugeliger
a) b) dV=4mr dr  Gagteilchen vom Durchmesser d unter dem EinfluB von

w $ Dispersionskriften, wenn man den Ort eines Teilchens
durch die Lage seines Mittelpunktes kennzeichnet, und zwar

dar a) fiir ein Teilchenpaar in Abhingigkeit von ihrem Abstand

r. Gezeichnet ist der Zustand kleinsten Abstandes, r = d;, in
dem die Energie ihr Minimum — w erreicht.

b) fiir ein Teilchen, unter dem Einfluf aller seiner gleich-
formig verteilt gedachten Nachbarn. Der Beitrag aller in
einer Kugelschale mit dem Radius » > d;, der Dicke dr und
dem Volumen dV befindlichen Nachbarn ist gleich. Aus der
grauen Zone (Radius d ) schlieit das ,,Aufteilchen* alle

ibrigen aus.

Ein Teilchen besetzt eine kugelige Zone vom Volumen 4z/3 d°, aus der es andere Teilchen
ausschliet, genauer gesagt die Mittelpunkte anderer Teilchen. Entsprechend besetzen N Teil-
chen N solche Zonen mit dem Gesamtvolumen N 4x/3 d3, in dem sich kein weiteres Teilchen
aufhalten kann, jedenfalls solange die Teilchendichte so klein ist, dal sich die Zonen nicht
wesentlich iiberlappen. Daher erscheint das Volumen V fiir jedes zusitzliche, etwa von au3en
eindringende Teilchen entsprechend vermindert oder, anders gesagt, die Konzentration des
Gases entsprechend erhoht,

. Nt n . _ 2xd’

© = V_Nﬂd? - V —2nb mit b= 3t
3

Die Voraussetzung, dal die Teilchen hierbei nicht zu dicht gedringt stehen diirfen, heil3t,
daB sein muB. ¢ ist die fiir den Teilchenaustausch mit der Umgebung und damit fiir das che-
mische Potential maBgebliche Konzentration. Sie haben wir in die Massenwirkungsformel
einzusetzen. Wenn wir gleichzeitig die oben berechnete Wechselwirkungsenergie gemif3 der
Anregungsformel beriicksichtigen, ergibt sich

f=q—290 L RT p— " fir V » nb.

Vv (V —2nb)c
Setzt man a und b beide null, dann geht die Gleichung in die fiir ideale Gase geltende iiber,
1 = po + RT In(c/cp), wobei uy der Potentialgrundwert fiir das entsprechende ideale Gas ist,
den wir nach den in Teil I und II hergeleiteten Formeln berechnen konnen. Da fiir die starren,
rotationsfreien Kugelmolekeln (Masse m) eine innere Anregung ausscheidet, ist hierbei neben



einen etwaigen ,,Grundbeitrag® &/t nur der Translationsbeitrag zu beriicksichtigen: uo
&/t + RT In(colce) mit der Entartungskonzentration c. = ©/° und der Quantenlinge )

N 2mmkT .

Uns beschiftigt aber ein andere Frage im Augenblick mehr. Welcher Druck ergibt sich aus
dem obigen Ansatz fiir das chemische Potential? Wir konnen ihn wie bei den diinnen Gasen
in Teil II mit Hilfe der Beziehung (6u/0V)r,, = - (Op/On) v berechnen.

Angewandt auf die obige Gleichung, erhilt man, da g nicht von V abhingt,

dp du 2an RT 2an , RT 2nb
- = -] = - + ~ —24n g R (1+4282),
(anj” (an” V2 V —-2nb V2 \% ( \% )

Dabei wurde im letzten Rechenschritt die Ndherung 1/(1 + x) = 1 + x fiir X « 1 benutzt.

Integration iiber n bei festem V und T ergibt mit derselben Ndherung 1 + x = 1/(1 — x)

an* | nRT ( nb) an* . nRT
= - (1+22) = —E0 4 AR

P vy Uy V: ' V—nb
Das ist bereits die VAN DER WAALSssche Gleichung4, die wir nur in die iibliche Form umzu-
schreiben brauchen:

a_”z) “nb) = - _ 2mdwy ) _ 2zd®
(p+ V2 (V—-nb) = nRT mit a = T b = P

5. Adsorption mit Wechselwirkung

Bestehen merkliche Wechselwirkungen zwischen den adsorbierten Teilchen, dann kann
man sich die Oberfliache in Felder aufgeteilt denken, die moglichst alle gleich und so grof3
gewihlt sind, dal die Wechselwirkungsenergie der randstindigen adsorbierten Molekeln mit
denen auBlerhalb vernachldssigbar wird gegeniiber der gesamten Wechselwirkungsenergie im
Innern. Diese - sagen wir - z Plitze umfassenden Felder iibernehmen dann die bisherige Rolle
der unabhingigen Einzelplitze. Im einfachsten Fall besteht bereits bei Feldern mit nur zwei
Adsorptionspldtzen, z = 2, keine spiirbare Wechselwirkung mehr mit der Umgebung, etwa
dann, wenn die Plitze paarweise eng benachbart, die Paare ihrerseits aber weit genug vonein-
ander entfernt sind. Ausgehend vom leeren Feld, kann man nach dem erreichten Besetzungs-
zustand 2° unabhingige Adsorptionsvorginge unterscheiden, fiir z = 2 etwa:

binir bi

— 00 0

+B — B 01 1
+B — B 10 1
+ 2B — B|B 11 2

4 Der fiir das chemische Potential hergeleitete Ausdruck liefert nur fiir V » nb genau die VAN DER WAALS-Gleichung. Man kann ihn jedoch
im Rahmen seiner Giiltigkeitsgrenzen leicht so umschreiben, dal der Zusammenhang streng wird. Um V — 2nb im logarithmischen Glied
durch den fiir die VAN DER WAALS-Gleichung nétigen Faktor V — nb zu ersetzen, erweitern wir den dort stehenden Bruch mit V- nb =
V(1 - x), wobei x = nb/V « 1 ist, und spalten das Glied In[(V — nb)/(V — 2nb)] = - In[(1 — x— x)/(1 —x)] = - In[l — x)/(1 — x)] = x/(1 —x) =
nb/(V—nb) ab:

_ 2an n _ 2an n V-nb|_,6 _2an n nb
A=t =S A RT I e =l =y +RT |:ln(V—nb)a)+an—2nb} fo= 5"+ RT |:ln(V—nb)c0+V—nb}'

Wenn wir zur Kontrolle einerseits - (0u/0V),,r bilden und andererseits anhand der VAN DER WAALS-Gleichung (8p/0n)y,r, erhalten wir, wie es
sein muf3, den gleichen Ausdruck: — 2an/V* + [RTI(V —nb)] [1 + nbl(V — nb)].-
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Die Plitze eines Feldes denken wir uns numeriert, n = 1, 2, 3 ... z, ebenso die Besetzungs-
zustdnde, und zwar bequemerweise mit einer Zahl i = 0, 1, 2, ... (2° — 1), deren n-te Ziffer in
z-stelliger binédrer Schreibweise, ipinir, €ine 0 ist, wenn der n-te Platz leer ist, sonst eine 1. Die
Besetzungszahl b;, das heiit die Zahl der adsorbierten B-Molekeln im i-ten Zustand, ist dann
einfach die Quersumme von ipip;. Im Gleichgewicht gilt

Hoo + RT In®, + b\, [,Ll(),B -I;fT ll’l(CJ/Co)l = o, + RT In®); fiir alle i.
U (leeres Feld) u(B) 4 (Feld im i-ten Besetzungszustand)

Wir ziehen auf beiden Seiten b; - g ab, teilen durch R7T, exponieren und multiplizieren
mit ¢y’ . Das ergibt, weil y 0, der Potentialgrundwert fiir das leere Feld, verschwindet,

b " N
O-ct =[ co-exp(%) } -0 fiir alle 7 .

S— c¢i (Halbwertskonzentration fiir den i-ten Besetzungszustand)

Als Wert fiir den hierdurch nicht bestimmten Parameter c;= ¢ wihlen wir die Bezugskonzen-
tration co. Die Parameter c; auBer ¢ stellen fiir den zugehorigen Adsorptionsvorgang wieder
eine Art Halbwertskonzentration dar, d. h. die Konzentration c, bei der der Anteil ®; an Fel-
dern im i-ten Besetzungszustand gerade % werden wiirde, wenn der betrachtete Vorgang allein
stattfinde. In diesem Fall wire &y = 1 — &);, so dal} wir die Gleichung wie oben bei der LANG-
MUIR-Adsorption nach ®&; auflosen konnen:

1

bi
:(C/—Ci)b mit @, = = firc=c;.
1+(c/c)" 2

i

Teilen der 2° Gleichungen durch ¢! und Multiplizieren zum einen mit dem Faktor 1, zum
anderen mit dem Faktor b; und Summieren iiber alle i liefert zwei Beziehungen,

bi bi
@OZ(CL) = Z@i = 1, @0'2&"(&) = Zb{@i = Z@,

1

aus denen wir durch Beseitigen von &, den Bedeckungsgrad @ in Abhingigkeit von der Kon-
zentration c erhalten,

b bi
_ 15y, (e c : :
- N Zi:bl (C" j / Z(Cij ' (Adsorptionsgleichung)
Angewandt auf den einfachsten Fall z = 2 mit zwei gleichen Adsorptionsplétzen, das hei3t co;

= ¢y0, lautet die Gleichung (Bild 6):

_ cleo + (clen )
14 2clcor + (clen

e

Anfangstangente . . . . G e
P . e Cnlen Bild 6: Adsorptionsisothermen fiir unabhéngige

0.1 Paare gleicher Adsorptionsplitze. Dargestellt ist der
Bedeckungsgrad ® in Abhingigkeit von der redu-
zierten Konzentration c/cy; fiir verschiedene Ver-
hiltnisse ¢1,/cq;, wobei c¢q; die Halbwertskonzentrati-
on fiir die Einfachbesetzung eines Platzpaares, cy;
die fiir die Zweifachbesetzung bezeichnet. ¢, < c¢q;
heiflt anziehende und c¢;; > ¢ abstoend Wechsel-
2 /o wirkung. c1; = ¢ liefert die LANGMUIR-Isotherme.
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6. Allgemeine Systeme wechselwirkender Teilchen

Die im letzten Abschnitt besprochene Adsorption wechselwirkender Teilchen 14Bt sich
leicht verallgemeinern, indem man statt flichig etwa rdumlich verteilte Pldtze betrachtet. Ob
der Raum dabei leer oder mit Materie (etwa einem Losemittel) erfiillt ist, macht keinen we-
sentlichen Unterschied. An die Stelle eines zweidimensionalen Feldes tritt ein dreidimensio-
nales S , das man sich etwa durch eine passende Hiillfliche gegen die Umgebung abge-
grenzt denken kann. Dieser Bereich stellt das von uns untersuchte System dar, das mit seiner
Umgebung den Stoff B austauscht:

|+ bB —[pB;.
Die Gesamtheit aller moglichen Besetzungszustinde ,- des Systems denken wir uns ge-
eignet durchnumeriert (Nummer i). Um den Rechenaufwand niedrig zu halten, wird man sich
im konkreten Fall bemiihen, mit einem moglichst kleinen, mikroskopischen System auszu-
kommen. Fiir die allgemeinen Gleichungen spielt jedoch die Kleinheit keine Rolle, so dall das
System grundsétzlich auch makroskopisch sein kann.

Da uns die Form, in der B in der Umgebung vorliegt, nicht weiter interessiert, setzen wir nur
voraus, da3 das chemische Potential # von B dort einen wohlbestimmten Wert hat. Die Be-
dingung fiir das Besetzungsgleichgewicht lautet dann

too + RT Gy + bi-u = poy + RT In®; = 6 = @o-exp(%;’unij
- —
M (leeres System) M (System im i-ten Besetzungszustand)

fiir alle i, wobei n; = b; T die B-Menge im i-ten Besetzungszustand bezeichnet. Man beachte,
daB} u oo = 0 ist. Wihrend die Summe aller @; die Zahl 1 ergibt, liefert die Summe aller n; &;
die Gesamtmenge n des Stoffes B im System:

=286 = @oZeXp(%, n o= Sno, = @Ozni.exp(%.

N\

[1]<

KT (B 10p0)r
©); 1aBt sich als Wahrscheinlichkeit dafiir deuten, das System bei gegebenem g und 7 im

i-ten Besetzungszustand anzutreffen, und n entsprechend als Erwartungswert der B-Menge im
System. Wihrend die n; ganzzahlige Vielfache von 7 sind, kann n ein gebrochenes sein. Die

B-Menge streut um den Erwartungswert, wobei die Streuung durch o = / '6,(n-n) gegeben

ist. o ist nur bei mikroskopischen Systemen von Bedeutung. Hat man die Summe = als Funk-
tion von # und 7 (und gegebenenfalls weiteren Veridnderlichen wie dem Volumen V des Sy-
stems oder der Losemittelmenge n, darin, dem Druck p usw.) bereits berechnet, dann eriibrigt
sich die Berechnung der zweiten Summe, da sie sich aus der ersten durch Ableiten nach u
ergibt. Da @) = £ ' ist, wie man aus der ersten der obigen Gleichungen entnimmt, und
dIn=/ou = = (0Z/6u), konnen wir demnach n wie folgt ausdriicken:

_ 0lnZ o = —Hoi T+ Un;
il e R G I

Diese Gleichung beschreibt die Besetzung des Bereiches C} mit dem Stoff B in dhnlicher
Weise wie eine Adsorptionsgleichung die Besetzung eines Oberflidchenplatzes.




7. Entropie statistisch

Falls unser leeres System S einen Hohlraum mit dem Volumen V darstellt und wir eine
innere Anregung eines B-Teilchens im System (Drehung, Schwingung usw.) als neuen Beset-
zungszustand mit eigener Nummer i einstufen, stimmt u o; 7 mit der — vom Volumen V und
gegebenenfalls weiteren Parametern abhingigen — Energie’ E(V, ...) des Systems im i-ten
Zustand iiberein. In diesem Falle entspricht & =Zexp[(—E,» + 1 n;)/ kT der aus der Quanten-

statistik offener Systeme bekannten grofien Zustandssumme. Die Funktion =(7, u, V, ...) hat
die bemerkenswerte Eigenschaft, das System im thermodynamischen Gleichgewicht mit sei-
ner Umgebung vollstdndig zu beschreiben, so dal die Kenntnis dieser Funktion geniigt, um
samtliche relevanten GroBen zu berechnen, Energie E, Stoffmenge n, Druck p, ... und die
daraus abgeleiteten Grofen wie Konzentration ¢, Kompressibilitit y , Wiarmekapazitit C, ...,
und zwar nicht nur ihre Erwartungswerte, sondern zum Beispiel auch ihre Streuung.

Die dazu notigen Gleichungen lassen sich ohne allzu gro3e Miihe herleiten. Greifen wir bei-
spielsweise den Erwartungswert der Energie heraus, den wir aus = (7, u, V, ...) wegen &; =
Oy - expl(—Ei + un)lkT] = = 1oe wie folgt berechnen konnen:

B 1 | o(0nE
E = ZE,»@,» = E{ZE, e ,uzi:n,» e+ ,uzi:n,» e } = kT ( 5T )uV4..+ un.
R{ /) W J v,
kT - (OZ/Sp)ry....
Um zur Entropie zu gelangen, berechnen wir den Entropiezuwachs beim Auffiillen des leeren
und damit entropiefreien Systems C} mit dem Stoff B, indem wir uns das chemische Po-
tential von B in der Umgebung von - o bis zu dem gewiinschten Endwert x langsam angeho-
ben denken. Alle iibrigen unabhéngigen Verédnderlichen, 7, V, ..., sollen dabei konstant gehal-
ten werden. Aus dE = 7dS — pdV + udn + ... erhilt man unter diesen Umsténden tiber dS =

T [dE - udn] :
0’In~z

0’In~ olnz
_ —1 2. — N il Y=
=T {” (aTaujv,_.d“”d”} ’{T (aTau)V,u.*( 3 )}d"

und schlieBlich durch die oben erwihnte Integration iiber u

S = k[T-(aéLTE)TYVWflnE}.

Dies ist zwar ein niitzliches Ergebnis, aber unser eigentliches Ziel ist eine noch fundamenta-

i

ler Gleichung, zu der wir gelangen, wenn wir X = Zexp[(—E,»+ un;)/kT] und

seen

expl( - Ei + un))/kT] = Z ©; in das linke Glied des obigen Ausdrucks einsetzen:

S = k|:TE—1 Z( —E]lc;gmz) eXp(_El’k‘;ﬂnij_'_lnE:' = k|:z@[[—ln@i —11’15] +h’15:|

1 W—J
In (20 )/T Z0

Wegen Z@[ =1 hebt sich In % heraus, so dal wir die bekannte Gleichung fiir die statistisch

definierte Entropie erhalten mit &, als Wahrscheinlichkeit:

S = —kZ@[ln@i ) (BOLTZMANN-SHANNON-Gleichung)

’ Die Unterscheidung zwischen g;, der Energie eines Teilchens (oder eines Mikrosystems weniger Teilchen), und &;, der Energie des Gesamt-
systems, ist hier entbehrlich, weil fiir Mikro- und Makrosystem dieselben Formeln gelten.
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8. Riickblick und Ausblick

Die Beispiele zeigen, dal auch Wechselwirkungen zwischen den Teilchen keine Hiirde fiir
unseren Ansatz darstellen. Allerdings kann der Rechenaufwand wie in der Quantenstatistik
wegen der Vielzahl zu beriicksichtigender Wechselwirkungsglieder leicht so gro8 werden,
daf} etwa eine Gleichung, wie sie im letzten Abschnitt hergeleitet wurde, unbrauchbar wird.
Es kommt dann wieder auf das mathematische oder physikalische Geschick an, Vereinfa-
chungen zu finden, die ohne zu grobe Verfilschungen handhabbare Formeln liefern.

Noch ein Punkt ist erwdhnenswert. Im letzten Abschnitt ist erkennbar geworden, daf} selbst
Schwankungserscheinungen in der Reichweite unseres Rechenansatzes liegen.
Dies steht im glatten Widerspruch zu der allgemeinen Uberzeugung, da die phiinomenologi-
sche Thermodynamik

Die zeitabhiingigen Erscheinungen werden wir dabei vorerst ausklammern, da sie - nach all-
gemeiner Uberzeugung - einen der Thermodynamik und der Quantenstatistik fremden Zug in
die Uberlegungen bringen, der neue Hilfsmittel erfordert. Wir sollten uns durch Argumente
dieser Art jedoch nicht hindern lassen, wenigstens einen Versuch zur Losung zu wagen. Die
Theorie des Ubergangszustandes liefert hier Vorbilder, an die man ankniipfen kann.

Ob die auf diesem Wege erzielbaren Ergebnisse auch Anspriichen gerecht werden, die iiber
Zeitersparnis und verringerten Lernaufwand durch formale Vereinheitlichung hinausgehen,
wie physikalische Plausibilitit, Vereinbarkeit mit anderen Auffassungen (z. B. der Statistik),
Vollstindigkeit und Eleganz der Beschreibung usw., 148t sich weniger leicht feststellen. Zu
einer gewissen Antwort kann man gelangen, indem man Beispiele aus den verschiedensten
Bereichen anhand der genannten Kriterien priift. In einem weiteren Beitrag sollen daher Bei-
spiele dieser Art zusammengestellt werden. Auf eine Wertung soll dabei verzichtet werden,
um einem eigenen Urteil nicht vorzugreifen.

In der Physik wird vielfach das Produkt x 7 als chemisches Potential bezeichnet und mit dem Formelzeichen x abgekiirzt. Dann taucht im
Argument der Exponentialfunktion die Teilchenzahl N; statt der Stoffmenge n; auf.
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