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Entwurf einer allgemeinen Theorie der
Energietibertragung

Dr. Gustav Mie,

Privatdocent an der technischen Hochschule zu Karlsruhe.

- (Mjt 7 Textfiguren.)

In neuerer Zeit beginnt, hauptsidchlich durch den Einfluss
der Maxwell’'schen Theorie, die Ansicht herrschend zu werden,
dass sich alle Naturerscheinungen durch Nahewirkungen er-
kliaren lassen. Eine Folgerung aus dieser Ansicht ist, dass die
Energie in eindeutig bestimmbarer Weise im Raume vertheilt
sein muss. Man ist nun 6fters, besonders seit den Untersuchungen
von Poynting und Heaviside {iber die Energiewanderung im
elektromagnetischen Feld, weiter gegangen und hat der Energie
auch Bewegungen zuschreiben wollen, die die Anderungen ip
ihrer raumlichen Vertheilung verursachten. Hiergegen ist viel-
fach (vergl. z. B. F6ppl, Einfiihrung in die Maxwell'sche Theo-
rie, 1894, S. 296) mit Recht bemerkt worden, dass man von
einer Bewegung der Epergietheilchen nicht in demselben Sinne
sprechen kann, wie von einer Bewegung materieller Theilchen.
Ich habe nun in der folgenden Untersuchung, nachdem eine
Individualisirung der Energietheilchen, gleich der der materiellen
Theilchen, bestimmt zuriickgewiesen ist, trotzdem die Theorie
der sogenannten Energiestrome als eine nothwendige Con-
sequenz aus der Vorstellung der Nahewirkung hergeleitet. fch
habe die Forderung, dass es nur Nahewirkungen gébe, mathe-
matisch ausgedriickt in Form allgemeiner Principien, deren sich,
das Princip der Erhaltung der Energie mitgerechnet, vier noth-
wendig ergeben haben. Wihrend die beiden ersten von der
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Energie selber handeln und zu dem Problem der Berechnung
der Energie aus den Eigenschaften der Materie fiihren, handeln
die beiden anderen von der Energieiibertragung und bringen
das Problem mit sich, die Energielibertragung zu berechnen.
Es zeigt sich nun, dass dies mit Hilfe einer durch die Eigen-
schaften der Materie tiberall eindeutig bestimmten Vector-
grosse zu geschehen hat, die ich der herkémmlichen Ausdrucks-
weise folgend, als »wirklichen Energiestrom« bezeichne.

Dieser Vector lasst sich, wie in dem zweiten Theil der
Untersuchung gezeigt wird, abgesehen von den noch nicht
experimentell erforschten Energietibergdngen. durch Gravita-
tionswirkungen und durch die neuentdeckten Strahlungen,
wirklich immer in einer einfachen Weise berechnen. Besonders
wichtig ist es mir hiebei gewesen, die Energielibertragung im
elektromagnetischen Felde zu behandeln, und es hat sich
ergeben, dass der von Poynting und Heaviside hergeleitete
Energiestrom thatsdchlich als der wirkliche Energiestrom be-
zeichnet werden muss.!

Damit ist die Poynting’sche Theorie als nothwendige Con-
sequenz der Maxwell’'schen erwiesen. Insbesondere ist es mir
gelungen, den von Hertz erhobenen Einwand der cyclischen
Energiestrome in statischen Feldern zu entkriften.

Ausserdem habe ich die bisher iiber den Gegenstand ver-
Offentlichte Literatur eingehend besprochen, vor Allem die
englische, die bisher in Deutschland zum grossen Theil unbe-
achtet geblieben ist. Die sogenannte Energetik habe ich dabei
nicht berlicksichtigt, da diese Richtung keinen Einfluss auf
meine Untersuchungen gehabt hat. o

So viel wie méglich habe ich die allgemeine Theorie an
einfachen Beispielen erldutert, z. B. habe ich die Vorginge in
dem Felde einer elektrischen Kugel, die von einer zur Erde
abgeleiteten Wand mit constanter Geschwindigkeit entfernt
wird, benutzt, um das Wesen der elektromagnetischen Energie-
tbertragung zu erkliaren. Eine griossere Anzahl von Beispielen
denke ich in einer ndchstens folgenden Abhandlung zu bringen.

1 Dieser Nachweis ist mir allerdings nur unter der jedenfalls unwesent-
lichen Voraussetzung gelungen, dass die Materie im elektromagnetischen Feld
sich nicht bewegt.
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1. Abschnitt.

Definition des wirklichen Energiestromes.

Erstes Princip: Erhaltung der Energie.

1. Ein System von Korpern, welches im Laufe der Zeit
nur solche physikalischen Veridnderungen erfihrt, die in gar
keinem Zusammenhange mit Vorgéngen in anderen materiellen
Systemen stehen, nennt man gin freies System.

Energie eines freien Systems nennt man eine Function E
aller der Grossen, durch die sein Zustand geometrisch und
physikalisch in jedem Augenblick charakterisirt ist, die fiir alle
natiirlichen Anderungen eine Invariante ist. Erfahrungsgemaiss
liisst sich diese Function, abgesehen von einer willkiirlichen
additiven Constante, immer eindeutig® bestimmen. Jeder Ande-
rung einer speciellen Art von Zustandsgrossen entspricht eine
partielle Anderung dE,, die man im Allgemeinen als Anderung
einer Form der Energie bezeichnet.

Princip von der Erhaltung der Energie.

Die algebraische.Summe der partiellen Ande-
rungen der Energie (Energieformen) ist bei natir-
lichen Vorgangen in einem freien System gleich Null.

dE = dE,+dE,+...+dE, = 0.

Localisation von Energieformen.

9. Fassen wir z. B., wie es die Mechanik conservativer
Systeme thut, nur die geometrischeh und kinematischen Ver-
hiltnisse ins Auge, so finden wir- zwei Formen der Energie.
Einer Anderung in der geometrischen Configuration entspricht
eine solche der »potentiellen Energie« dF, einer Anderung der
Geschwindigkeiten eine solche der skinetischen Energie« dT.
Die Mechanik lehrt uns nun, dass dF aufzufassen ist als das

1 Wodurch die Eindeutigkeit der Bestimmung erzielt wird, soll hier nicht
- errtert werden.
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totale Differential einer Function der Coordinaten aller mate-
riellen Punkte des Systems, die die Geschwindigkeiten mcht
enthalt:

=G s i = ).

Bei Untersuchung continuirlicher Kérper, deren Punktzahl
unendlich gross ist, miissen wir uns die Berechnung von F so
denken, dass die Coordinaten eines beliebigen Systempunktes
(%, 9, 2) als Functionen der Anfangswerthe und einer Anzahl
Parameter p,, p,,...p; (Lagrange’sche Coordinaten) aufzufassen
sind und dass man in ¢ diese Functionen einsetzt:

Xy = x("‘};;yﬁ',zﬁ,l’ppz,- o 'pk)
Yo = Y&, 93, 2 Prs Voo - - Pi)
zv = Z("’ . 07 07p17p2! e p)

\" 3¢
dF =— ) .dp;.

=", Pg - P

Ebenso ist dT das totale Differential einer Function der
Geschwindigkeiten v, Uy,. ..U, und deér Massen der System-

punkte w2, m,,. . .m,:
\ #1,08 ¢ }j
T:L_;_’?_’ dT:Hmvvy.dvv.

Wenn wir es mit coﬁtinuirlichen Korpern zu thun haben,
so ergibt sich, indem wir mit p, v, dr Dichte, Geschwindigkeit
und Volumen eines Korperelementes bezeichnen:

al 2
T:j p«-ov .dr, AT = |p.v.dv.dr.

Wenn nur mechanische Vorginge stattfinden, ist also
E = F+T die Invariante.

3. Die kinetische Energie des Systems ist nach ihrer De-
finition eine Summe von unendlich vielen Theilchen, deren
jedes einem ganz bestimmten Koérperelement zugeordnet ist.
Sie hat diese Eigenschaft mit der Masse des Systems gemein,
die ebenfalls als Summe der Massen der Korperelemente zu
berechnen ist. Wir sagen daher, dass die kinetische Energie
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eine raumliche Vertheilung besitzt und kénnen sie uns als eine
Art immateriellés Fluidum vorstellen, das den einzelnen Korper-

2
HZ > anhaftet. Diese Eigen-

theilchen in verénderlich.er Dichte <

schaft der Energie will ich als ihre Localisirbarkeit bezeichnen.

Definition der Localisirbarkeit.

Eine Energieform 4E, heisst localisirbar, wenn
ihre Grosse sich als die Summe unendlich vieler
Theilchen ergibt, deren jedes einem bestimmten
Korperelemente dt eindeutig zugeordnet ist.

dE, —_—fdea.dr.

Die potentielle Energie ist nach der gewdhnlichen Dar-
stellungsweise der Mechanik nicht localisirbar.

Zweites Princip: Localisirbarkeit der Energie.
A

4. Wir stellen als eine’Forderung der heutigen theoretischen
Physik, welche die Fernkrifte leugnet,! das folgende Princip auf:

Princip der Localisirbarkeit der Energie.

Die Energie eines jeden freien Systems lédsst
sich berechnen als Summe unendlich vieler Energie-
theilchen, deren jedes einem bestimmten Korper-
element eindeutig zugeordnet ist.

E:fe.d‘r.

Die Grdosse e welche ich die Dichtigkeit der
Energie in dem Elemente dt nennen will, hangt da-
bei allein von den Grossen ab, die den Zustand in dt
charakterisiren.

)

1 Drude, Uber Fernewirkungen. Referat f. d. 60. Vers. deutscher Naturf.
und Arzte. Section f. Physik. Braunschweig, 1897.
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Nach diesem Satz ist es auch mdglich, von der Energie
eines beliebigen, unfreien Systems zu sprechen, wenn man
e.drt als die Energie des Korperelementes dt bezeichnet.

Wenn man, wie es in der mathematischen Physik gewshn-
lich geschieht, unter Koérperelementen die kleinsten Theilchen
der Materie versteht, die man durch irgendwelche physikalische
. Mittel noch voneinander unterscheiden kann, wenn man ausser-
dem fur die elektrischen und magnetischen Erscheinungen die
Maxwell’'sche Theorie annimmt, so ist das Princip weiter nichts
als der Ausdruck einer allgemeinen Erfahrung. Dabei miissen
wir dann allerdings von der noch nicht experimentell erforschten
Gravitationskraft absehen, welche gewdhnlich noch als Fern-
kraft behandelt wird.!

Nach diesem Princip darf man sich die Energie unter dem
Bilde eines immateriellen Fluidums denken, das mit der Dichtig-
keit ¢ im Raume vertheilt ist. Die f’—'\nderun.gen in der rdumlichen
Vertheilung werden wir dann natiirlich schildern als Folgen
von Strémungen (%, v, w), welche, je nachdem sie von einem
Punkte auseinandergehen oder in ihm zusammenstreben, eine
Vergrosserung oder Verkleinerung der Dichtigkeit ¢ bewirken:

de  u v «  ow

TR T

Heutiger Stand der Theorie.

5. Die geschilderte Vorstellungsweise ist von jeher all-
gemein gebraucht fiir die Energieform der Warme und fiir die
von einer Lichtquelle ausgehende Stfahlung. Besonders hat sich
bekanntlich die Theorie der Wiarmestréme als ausserordentlich
niitzlich erwiesen.

Versuche, sie zu verallgemeinern, sind erst gemacht, seit-
dem Poynting? und Heaviside,® unabhangig von einander,
eine Theorie der Energiestrémung im elektromagnetischen Felde

1 Siehe Anhang IL.
2 Phil. Trans. London, 175, p. 343, 10. Jan. 1884.
3 Electrician, 14, p. 178 und 308, 10. Jan. und 21. Febr. 1885.
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aufstellten, indem sie eine Vectorgrosse (u, v, w) definirten, die
immer der Bedingung

de  du ov o
o e oy e
geniigt. r 7
In der Verfolgung dieser Idee gingen manche Forscher,
von denen vor Allen Lodge! zu nennen ist; so weit, den
Energietheilchen eine #dhnliche individuelle Existenz zuzu-
schreiben, wie den materiellen Partikeln, so dass es moglich
sein sollte, von jedem einzelnen Energietheilchen seine Bewe-

gungen, seine Gestaltinderungen, seine ganze Geschichte zu
erforschen.

Gegen die Theorie der Energiestrémung wurden folgende
Einwande erhoben:

1. Dass der Bedingung

‘ de = 3u+ v +3w
% T o ' 8y | oz

eine unendliche Mannigfaltigkeit von Functionen (n, v, w) ge-
niigt (J. J. Thomson?);

2. dass nach der Poynting'schen Theorie in einem sta-
tischen Felde, das durch einen permanenten Magneten und
einen daneben liegenden elektrisirten Korper erzeugt wird, die
Energie in bestdndiger Bewegung sein miisste, allerdings in
geschlossenen Bahnen (Hertz3); ;

3. dass es sehr fraglich sei, ob die Verfolguﬁg der Energie
von Punkt zu Punkt einen deutlichen physikalischen Sinn habe
(Hertz3).

Eine weitere Verallgemeinerung erfuhr die Theorie zuerst
durch die Arbeiten von Pearson® und W. Wien,® welche sie
auf die mechanischen Vorgidnge in vollkommen elastischen
Koérpern und in Fliissigkeiten ausdehnten.

Phil. Mag. (5), 19, p. 482, 1885.

Brit. Assoc. Reports, 1885, p. 150.

Ausbreitung der elektr. Kraft, S. 234 und S. 294.
Messenger of Math. 79, p. 81, 1889.

Wied. Ann. 45, S. 685, 1892.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CVIL Bd., Abth. IL. a. 74

W= W 0 =

23
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Die griindlichsten und umfassendsten Untersuchungen
iiber den Gegenstand verdanken wir Heaviside,! der vor
Allem die Theorie der Energiewanderung auch fiir mechanische
Vorgange in voller Allgemeinheit aufstellte und zugleich zeigte,
dass fiir alle mechanischen Analogien, die man bis heute fiir
das elektromagnetische Feld geliefert hat, der mechanische
Energiestrom mit dem elektromagnetischen identisch wird.

Heaviside hat zuerst darauf hingewiesen, dass die
Theorie des mechanischen Energiestromes:

1. an derselben Unbestimmtheit leidet, wie die des elektro-
magnetischen;

2. ebenfalls zu cyclischen Energiebewegungen bei statio-
naren Zustdnden fiihrt.

Er schliesst daraus, dass es in der That unmdoglich ist, den
Energiestrom -bestimmt. zu definiren, dass also die Energie-
theilchen keine individuelle Existenz besitzen, dass der Energie-
strom kein physikalisches Phdnomen ist, sondern nur ein
mathematisches Hilfsmittel, um die Vertheilung der Energie
bequem zu verfolgen.

Von neueren Arbeiten sind noch zu erwédhnen der Versuch
von Macauley,? einen anderen Energiestrom fiir das elektro-
magnetische Feld herzuleiten, als Poynting, ferner der von
Birkeland?® gefihrte Nachweis, dass der Poynting’sche
Energiefluss unter allen moglichen der einzige ist, der eine
reine Functon der elektrischen und magnetischen Feldstidrke
ist, endlich die interessante Schilderung von Epergiestrdmen
von Foppl,t der ebenfalls gewichtige Griinde gegen die Indivi-
dualisirung der Energietheilchen anfiihrt.

6. Wollen wir der iblichen Ausdrucksweise folgen, so
missen wir jedenfalls den mit dem Worte »Energie« bezeich-
neten Begriff durch folgende Bestimmung fixiren:

1 Electrician, 27, 8. Juli 1891; 29, 29. Juli 1892; abgedruckt in Electro-
magnet. Theory, p. 76 und p. 247 ff.; ferner: Phil. Trans. London, 183, p. 426,
1892.

2 Phil. Trans. London, 183, p. 685, 1892.

3 Wied. Ann. 52. S. 357, 1894.

4 Einfihrung in die Maxwell’sche Theorie, S. 293.
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Festsetzung.

Es ist unmoglich, die Energietheilchen gleich
den materiellen Partikeln zu individualisiren. Es hat
keinen verniinftigen Sinn, von einer Bewegung der
Energietheilchen und von einer Geschwindigkeit
dieser Bewegung zu sp‘rechen, wenn man nicht diesen
Worten ganz neue Begriffe unterlegt.

Anmerkung. Die Individualisirung der materiellen Partikeln beruht
darauf, dass sie bestimmte Eigenschaften besitzen, an denen sie von ihrer
Umgebung zu unterscheiden sind, zum mindesten die Undurchdringlichkeit,
d. h. die Eigenschaft, einer Anderung ihres Volumens einen bestimmten
Widerstand entgegenzusetzen. Niemand aber hat bisher von blauen oder
griinen, kalten oder warmen,-gepressten oder ausgedehnten, oder ihr natiir-
liches Volumen besitzenden Energietheilchen gesprochen, oder den Energie-
theilchen Gberhaupt im Ernst bestimmte Eigenschaften ausser ihrer Quantitit
beigelegt. In Folge dessen hat auch noch niemals Jemand wirklich ein Energie-
theilchen individualisiren und seine Geschichte verfolgen kénnen, wie Lodge
es wiinscht.

Ferner erkennt man die Geschwindigkeit bewegter Materie an den Trdg-
heitswirkungen, wie Stoss, Centrifugalkraft etc. Mit Hilfe dieser Wirkungen
kann man z. B. ganz unabhingig von der Stromstirke einer Fliissigkeits-
stromung auch ihre Geschwindigkeit messen. Niemand aber hat jemals von
einer Trigheit bewegter Energie gesprochen. Es hat daher z. B. noch nie-
mals Jemand versucht, die Geschwindigkait zu messen, mit der sich fort-
geleitete Wirme etva bewegt, obwohl man die Stromintensitit des Wiirme-
stromes genau bestimmen kann.

Drittes Princip: Energieiibertragung.

7. Es sei ein freies System X vorgelegt. A4 und B seien
zwei durch geschlossene Fliachen abgegrenzte Theilsysteme
die keinen Theil gemeinsam haben, und die durch ein drittes
Theilsystem C zu ¥ ergiénzt werden, welches dadurch charakte-
risirt ist, dass seine Energie wihrend der sich in & abspielenden
Vorgange immer ungeindert bleibt.

Ich nehme nun an, es gehe in dem Theil A eine Verdnde-
rung vor sich, die eine Verminderung seiner Energie dE, mit
sich bringt. Dann folgt ohne Weiteres, dass in demselben
Moment in B eine Zustandsinderung eintreten muss, der eine
ebensogrosse Vermehrung der Energie entspricht: dEB = —dE,.

T4*
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Das heisst, es muss zwischen den Zustinden der Punkte von A
und denen der Punkte von B nothwendig ein mathematischer
Zusammenhang bestehen. Diesen charakterisiren wir durch den
Ausdruck, es geht die Energie dE,4 zwischen 4 und B iiber.

Definition des Energieiiberganges.

Stehen die Zustdnde zweier materieller Systeme
A und B fir alle natiirlichen Vorgidnge in einem der-
artigen mathematischen Zusammenhang, dass einer
Energieverminderung 4dE im einen stets eine gleiche
und gleichzeitige Energievermehrung im anderen
entspricht, so sagen wir, dass zwischen 4 und B die
Energie dE ibergeht.

Bezeichnet df die Zeit, wihrend welcher dE iiber-
geht, so ist —L% die Stdrke des Energieliberganges.

Wir kénnen nun die beiden ersten Energieprincipe gemein-
sam in folgender Form aussprech?n:

In einem System A, welches der eine Theil eines
freien Systems X ist, kann sich die Energie nur da-
durch édndern, dass zwischen A4 und den {brigen
Theilen von % Energieilibergdnge stattfinden.

Sind 4 und B raumlich getrennt, so sind bei den Energie-
tibergéngen zwischen ihnen zwei Hauptmoglichkeiten zu unter-
scheiden.

Erstens kann zwischen A und B eine Fernwirkung be-
stehen.

Definition der Fernwirkung.

Wenn zwischen zwei rdumlich getrennten mate-
riellen Systemen A und B Energielibergdnge statt-
finden, ohne dass sie mit bestimmten Zustidnden
eines A und B verbindenden Kérpers C nothwendig
verknilipft sind, so sagt man, zwischen 4 und B be-
stehe eine Fernwirkung.

Zweitens kann der Energielibergang durch einen Korper C
vermittelt sein.
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Definition der Energieiibertragung.

Wenn zwischen zwei raumlich getrennten mate-
riellen Systemen A und B nur solche Energieiliber-
ginge stattfinden, die in einem nothwendigen Zu-
sammenhang mitden Zustandsgréssen inden Punkten
eines beide verbindenden Koérpers C stehen, so dass

’

' : ak o
man den Energielibergang e ohneweiteres berech-

nen kann, wenn man nurden Zustand in allen Punkten
von C kennt, so sagt man, dass die Energie dE zwi-
schen 4 und B durch C ibertragen wird.

Wir kénnen uns z. B. unter A einen Motor, unter B eine
Arbeitsmaschine, unter C die Transmission (Welle und Riemen)
zwischen 4 und B vorstellen. So lange 4, B und C verbunden
sind und so lange (4, B, C) ein freies System bilden, das durch
dussere Krifte also nicht beeinflusst wird, stehen A und B fiir
alle natiirlichen Vorgidnge in einem derartigen Zusammenhang,
dass jeder Energiednderung in A eine genau gleiche entgegen-
gesetzte in B entsprechen muss, vorausgesetzt, dass wir von
den geringfigigen Energiednderungen und Reibungsverlusten
in den Theilen der Transmission absehen diirfen. Die Energie
geht also von A4 nach B iiber. Sobald aber dieser Ubergang
stattfindet, muss in der verbindenden Transmission ein be-
stimmter Zustand elastischer Spannung und gleichzeitiger
Bewegung herrschen, aus dem man den Energielibergang
berechnen kann, ohne die Vorgidnge in 4 und B zu kennen.
Durch Riemen und Welle wird also die Energie iibertragen.

Ausser diesen beiden Hauptmoglichkeiten ist es natiirlich
auch denkbar, dass Energietiberginge stattfinden, die weder
durch reine Fernewirkung, noch durch reine Ubertragung vor
sich gehen, sondern durch eine Combination beider. Indessen
hat die ndhere Untersuchung aller dieser Moglichkeiten fiir uns
kein Interesse, da wir entsprechend der Anschauungsweise,
dass es nur Nahewirkungen gibt, folgendes Princip voraus-
setzen werden: '
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Princip von der Ubertragung der Enérgie.

Energielibergédnge, d. h. iiberhaupt Anderungen
der rdumlichen Vertheilung der Energie, kdnnen nur
durch reine Energielibertragung eintreten.

Problem der Energieiibertragung.

8. Die Annahme dieses Principes fithrt uns zu dem
Problem, die FForm zu suchen, in der der mathe-
matische Zusammenhang zwischen den Zustinden
des Energieiibertrdgers und dem Energieiibergang
darzustellen ist.

Die Losung dieses Problems wiirde uns eine allgemeine
Methode liefern, aus den Zustinden des Ubertrigers die wihrend
jedes Zeitelementes df von A nach B iibergehende Energie-
menge dE zu berechnen, ohne dass wir die Vorginge in 4
und B zu kennent brauchen.

Ich schneide durch eine geschlossene Oberflache S aus dem

freien System X ein Gebiet A aus, construire eine Oberfliche .S,
* welche ganz ausserhalb von S, aber tiberall unendlich nahe
an S verlauft, so dass die Energie der unendlich diinnen Schale
S5 gegen die ganze Energie von ¥ stets zu vernachlissigen
ist.! Nenne ich den Theil von %, der ganz ausserhalb S’ liegt, B,
so ist die Schale SS’ als der Energielibertridger C zu betrachten,
dessen Energie selber keine merklichen Anderungen erfihrt.

Statt nun zu sagen, dass durch die Schale SS’ die
Energie dE von A nach B {ibertragen wird, werde ich haufig
den Ausdruck brauchen, dass durch die 4 und B trennende
Oberfldche S die Energie dE nach aussen hindurchtritt.

+ Unser Problem ist also zunichst darauf reducirt, zu unter-
suchen, wie sich aus den Zustandsgrossen auf jeder beliebigen
geschlossenen Oberfliche S die Stirke des durch S hindurch-

] d
tretenden Energieliberganges d—f berechnet.

1 Dabei ist als selbstverstindlich vorausgesetzt, dass die Energie sich
nicht unendlich dicht anhdufen kann.
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Viertes Princip: Localisirbarkeit der Energieiibertragung.

9. Ich denke mir nun, es gebe zu einem beliebig begrenzten
Stiick F der Oberfliche S immer ein materielles System M,
welches sich mit F verbinden ldsst und die Eigenschaft hat,
dass man dann zur Berechnung der Energietibertragung nach
M hinein nur die Zustande auf F zu beriicksichtigen hat. Damit
dies der Fall ist, miissen zwei Bedingungen erfiillt sein. Erstens
muss jede Energieinderung in M als reine Function der Zu-
stinde in F' zu berechnen sein. Zweitens, wenn M’ ein dhn-
liches Sys:cem ist wie M, das sich in gleicher Weise mit F’ ver-
binden lasst, einem F in allen Punkten unendlich benachbarten
Flachenstiick, dessen Begrenzungscurve mit der von F zu-
sammenfillt, und zwar so, dass M und M’ auf verschiedenen
Seiten des Schalenstiickes FF' liegen, so muss die Energie des
Systems (M, M’ FF') bei allen natiirlichen Vorgédngen unge-
dndert bleiben. Nennen wir namlich die freien Oberflachen
von M und M’: G und G’; so ist die Oberflache des zusammen-
gesetzten Systems (G, G'), es kénnen also Energiednderungen
nur dadurch eintreten, dass durch G oder G’ Energie ibertragen
wird, was ausgeschlossen sein soll

Von einem derartigen System M sage ich, dass es nur
durch F"vermittelt'e Energielibergéange % erfahren kann, und
nenne ich den realisirbaren Energieiibergang durch F.

dt

Der realisirbare Energietibergang muss jedenfalls durch
die Zustdnde in F eindeutig bestimmt sein. Denn seien M,,
M,,. .. verschiedene Systeme, die bei ihrer Verbindung mit ¥
nur durch F vermittelte Energieanderungen erfahren wiirden,
M’ ein entsprechendes System fiir die andere Begrenzung F
des unendlich diinnen Schalenstiickes FF/, seien ferner die
Energielibergdnge, die sich bei einem bestimmten Zustand
in FF' fur M,, M,,. ..M’ berechnen wiirden:

dE, dE, dE’
dat ’ AN S SR

so muss offenbar sein:
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dE, dE' = = dE'
= dt ’ = =

Es sei nun dS ein Element der das Gebiet 4 umschliessen-
den Oberfliche S, # die Richtung der Normale nach aussen,

. E
Ju-dS der realisirbare Energietibergang durch as, % die
Energieanderung, die 4 erfdhrt, so ist
ak
—_—— = .dsS.
dl‘ Sﬁl S

Wir kénnen also in eindeutig bestimmbarer, stets zu-
treffender Weise den ganzen Energielibergang auf die einzelnen
Elemente von S localisiren. _

Da dies nur unter der Annahme der Existenz materieller
Systeme M méglich ist, die nur durch ein beliebiges Flichen-
stlick F vermittelte Energiednderungen erfahren, da aber die
Existenz solcher Systeme M a priori nicht nachzuweisen ist,
stellen wir als Ergdnzung des dritten Principes ein weiteres
allgemeines Princip auf.

Princip der Localisirbarkeit der Energieiibertragung.

Der Energxeubergang durch eine geschlossene
Oberfliche S vertheilt sich in emdeutlg bestimm-
barer Welse auf die Elemente von S:

————/fﬂds .3

Ju-dS ist der durch dS tretende realisirbare Energleubelgang,
J» hdngt nur von dem Zustand in 4S ab.

Methode der Berechnung der Energieiibertragung.

10. Ich denke mir den Punkt (#,y,2) als Spitze eines
unendlich kleinen Tetragders, dessen drei Seitenkanten den
Richtungen der Coordinatenaxen parallel sind. Die drei Seiten-
flachen seien: dsS,, dS,, dS,, und zwar seien diese Grossen als
positiv oder als negativ zu rechnen, je nachdem die nach aussen
gerichtete Normale die positive oder die negative Richtung der
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paralielen Coordinatenaxe besitzt. Die Grundflache sei 4S, die
Richtungscosinus ihrer nach aussen gerichteten Normale
seien: A u, v, so dass also: A.dS = —dasS,, p.dS = —ds,,
v.dS = —dS;. Die durch diese vier Flichen nach aussen
tretenden realisirbaren Energietibergiinge seien:

s

©.dS,, v.dS,, w.dS,, f,.dS.

Da die Energiednderung in dem Tetraéder unendlich klein
von einer hdheren Ordnung sein muss wie diese Griossen
(ndmlich von der Ordnung dx.dy.dz), so ist:

12.dSl+v.dSz+w.ng+fﬂ.dS =10}
Also:

So = v kv p4w.v.

Hieraus ergibt sich der Satz:

Finden in dem System I alle Energieliberginge
nur durch localisirte Energielibertragung statt, so
miissen sich fiir jeden Punkt von ¥ drei Grossen n, v, W
eindeutig als “Functionen der Eigenschaftsgréssen
der Materie bestimmen lassen, mit deren Hilfe man

die durch eine beliebige Fliche F austretende Energie

dE -
7 immer berechnen kann:
t

——i%; :f(u.)\+v.p+w.v).dF -
at —Jr

A, p, v die Richtdngscosinus der auf dem Flichen-
element dF nadk dussen errichteten Normale 7.
Damit ist der Weg zur Lésung des Problems der Energie-
bertragung gefunden.
Fassen wir #, v, w als Componenten eines f Vectors auf
= \/u?+v2+w2, SO ist:

Ju-dS = f.cos (f, n).dS.

Aus dieser Gleichung folgt ohneweiters, dass, wenn die
Flache dS|| f ist: f,.dS = 0. Wir haben hier die Verall-
gemeinerung des von Kirchhoff fiir Lichtschwingungen
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bewiesenen Satzes,! dass sich immer eine Richtung (f)
angeben lassen muss, derart, dass durch ein zu ihr paralleles
Flachenelement keine Energie Ubertragen wird. Durch ein
zu f senkrechtes Flachenelement findet das Maximum der
Energieiibertragung statt. 3

Ist E die in der geschlossenen Flidche S enthaltene Energie,
so ist nach 4):

—% :f(u.dydz+v.dzdx+w;dxdy) =)
= ;

oder wenn S unendlich klein und e die Dichtigkeit der Energie
in S:
de 9w Ov  Ow
= e .

>

— +
9x ay 0z

Durch diese Gleichungen ist der gesuchte Zusammenhang
zwischen dem Zustande des Energielibertragers und dem
Energielibergang gegeben.

Continuitdt der Energie.

11. Brauchen wir nun das anschauliche Gleichniss des
Fluidums fiir die Energie, so wollen wir den Vector f als die
Intensitdt der wirklichen Stromung bezeichnen. Dabei ist aber
zu bemerken, dass, widhrend die Strdomung eines materiellen
Fluidums nothwendig eine bestimmte Geschwindigkeit besitzt,
hievon in unserer Theorie der Energieliberttagung nicht die
Rede ist. Ob man das Wort Geschwindigkeit, der Energie in
diesem Gleichniss iberhaupt consequent in irgend einer Weise
deuten kann, lasse ich dahingestellt sein.

Definition des wirklichen Energiestromes.

Der wirkliche Energiestrom ist ein Vector f
dessen Componenten #u, v, w .folgende drei Bedin-
gungen erfiillen:

! Kirchhoff, Optik. Vorlesung 12, S. 205.
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1. Sie geniigen der Differentialgleichung:

on ov ow de
— L= _— = ——,
ox oy 0z dt
wo ¢ die Dichte der Energie im Punkte (x,y,2) ist.

2. Sie sind ‘reine Functionen der Eigenschafts-
grossen der Materie im Punkte (x, , 2) (nebst ihren
Ableitungen nach*Ort und Zeit) und enthalten nicht
explicite die Coordinaten und die Zeit.

3. Sie stellen nur realisirbare Energielibergénge
durchdie durchden Punkt (v,9,2) zulegenden Fldchen-
elemente dar.

Wie in 18. gezeigt, gilt dann der Satz:

Der wirkliche Energiestrom muss sich stets ein-
deutig bestimmen lassen.

’ Mit Hilfe dieses Begriffes lassen sich die in den vorher-
gehenden Paragraphen getrennt ausgesprochenen vier Energie-
principe zu dem folgenden Satze vereinigen:

Satz von der Continuitit der Energie.

Alle Energieverschiebungen sind die Folgen
wirklicher Energiestrome.

Ich bemerke dabei ausdriicklich, dass die Ahnlichkeit
zwischen diesem Satz und dem von der Continuitdt der Masse
nur eine ganz adusserliche ist, da ihm durchaus die unmittelbare
Anschaulichkeit des letzteren fehlt.

Definition der fingirten Energiestrome.

12. Alle Vectoren f/(#', v/, w'), die der Gleichung:

ox a9y z at

o/ v’ ! de

geniigen, die man also alle beniitzen kann, um die
~Energiednderungen anschaulich zuschildern,diecaber
den anderen Bedingungen des wirklichen Energie-
stromes nicht geniligen, nenne ich fingirte Energie-
strome.
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Unter Umstanden ist es bequem, mit fingirten Energie-
stromen zu rechnen.

Eine Classe von fingirten Energiestromen sind die, welche
auch die Coordinaten oder die Zeit noch explicite enthalten.
Es ist leicht, Beispiele dafiir zu finden. Seien ein Motor und
eine Arbeitsmaschine mit den Riemscheiben R; und R, einer
Transmissionswelle verbunden, so geht der wirkliche Energie-
strom im Innern der Welle von R, nach R,. Da nun aber in
der Welle keine Energieanhdufungen stattfinden, so kann ich
einen Strom f' fingiren, der irgendwie durch die Luft geht,
wenn er pur B, und R, verbindet und die richtige Intensitat
besitzt. f/ wird die Energielibergédnge richtig darstellen, steht
aber mit dem Vorgange der Energietibertragung in gar keinem
Zusammenhang. -

Die andere Classe wird von solchen Vectoren gebxldet
die freilich von den Coordinaten und der Zeit nicht explicite
abhiingen, aber nicht nur realisirbaren Energieiibergédngen ent-
sprechen. Man kann beispielsweise in einem elektromagne-
tischen Felde dem wirklichen Energiestrom noch einen super-
poniren, der {iberall lings der magnetischen Inductionslinien
verlauft und dessen Intensitdt der magnetischen Induction pro-
portional ist. Dieser superponirte Strom éndert die Dichtigkeit
der Energie nirgends, da die magnetischen Inductionslinien
sich cyclisch schliessen. Der resultirende Strom f/(«/, v/, w’)

! ! !

geniigt also der Bedingung %— + % + BB—M; = —%‘;—, er
ist ausserdem eine reine Function der Grossen, die das elektro-
magnetische Feld charakterisiren, aber niemals ldsst sich der
ihm entsprechende Energielibergang vollstandig realisiren, weil
die superponirte Stromung ihrem Wesen nach immer cyclisch
verlaufen muss. So ist er z. B. auch im Felde eines ruhenden
permanenten Magneten, in welchem {iberhaupt niemals Energie-
iibergange stattfinden kénnen, von Null verschieden. Derartige
cyclische Energiestrdome nenne ich wesentlich cyclisch. Man
kann die dritte Bedingung, der der wirkliche Energiestrom
geniigt, auch so ausdriicken:

Wirkliche Energiestrome enthalten keine wesent-
lich cyclischen Bestandtheile.
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II. Abschnitt.

Die Formen des wirklichen Energiestromes.

Eintheilung der Energiestrome.

13. Um die Eneréie’é‘mderuhg dE in einem abgeschlossenen
Raume zu berechnen, muss man erstens die Anderung dE,
suchen, welche in Folge der Verschiebung der materiellen
Theilchen auftritt,-wenn die Energie ihnen unverdndert an-
haftet, und zweitens die Anderung dE’, welche die Energie der
den Raum momentan erflillenden Materie erleidet. Die ganze
Anderung dE erhdlt man als algebraische Summe dieser beiden
Grossen:

dE = dE,+dE'.

lch nenne d4E, die Energiednderung durch Convection,
dE' die Energieinderung durch Leitung.

Die Energie eines beliebigen materiellen Systems kann
nun durch folgende Einwirkungen verdndert werden:

1. Dadurch, dass eine mechanische Arbeit an der Ober-
fliche des Systems geleistet wird,

2. dadurch, dass Wirme ab- oder zugeleitet wird,

3. durch elektromagnetische Vorgange (elektrischer Strom,
Entstehung elektrischer und magnetischer Kraftfelder, Strah-
lung?),

4. durch die Wirkung der Gravitation.

Andere Einfliisse, die die Energie eines materiellen Systems
dndern, sind bisher nicht bekannt geworden.

Von diesen Energieilibergingen miissen wir die durch
Gravitationswirkungen erfolgten als géanzlich unerforscht bei
Seite lassen, zumal da sie im Allgemeinen noch als Ferne-

1 Dabei ist zu bemerken, dass von den fast unerforschten neuen
Strahlungsarten (Rontgenstrahlen etc.) noch nicht feststeht, ob sie ebenfalls
nur elektromagnetische Vorgédnge im Sinne der Maxwell’'schen Theorie sind,
oder ob sie nicht eine ganz neue Art mit Energieleitung verbundener Vor-
gidnge darstellen.
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wirkungen behandelt werden.! Wir betrachten also nur die
Energieinderungen, die durch je eine der drei ersten Wirkungen
hervorgebracht werden, dE,, dE,, dE, dE’ ergibt sich durch
algebraische Summirung dieser drei Grossen, und es ist also
die ganze in dem betrachteten Raum eintretende Energie-
dnderung:

dE = dE,+dE, +dE,+ dE,.

Wir haben demnach vier Arten von Energiestrdomen
einzeln zu berechnen, aus denen sich der gesammte Energie-
strom durch Superposition zusammensetzt.

7w — -+ -, 1 |'

Y= 1)0+1.)1+’l)2+1/3

W = Wy+W, +W,+W, !

Convectionsstrom.

14. Der Convectionsstrom hat die Grosse f =¢.0,
wo e die Dichtigkeit der Energie, o die Geschwindig-
keit der materiellen Theilchen bedeuten. Seine Rich-
tung fallt zusammen mit der von o. Sind die Com-
ponenten von o: a, 3,7, so ist: ‘

u, = e.o0, v, — €.B, wy, —e.q7. ¢ e

1. Findet nur Convection von Energie statt, so berechnen
sich die Dichtigkeitsdnderungen tiberall nach der Formel:

) ) do.
P CONIRE =0 Lt S T g,,<i+3_ﬁ+iz>.
dt oy 9y 0z ox 9y 0z

2. Die Grossen #,, v,, w, enthalten die Zeit und die Coordi-
naten nicht explicite.

I Heaviside hat (Electrician, 37, 4. August, 1893, abgedruckt: Electro-
magnetic Theory, p. 463) hypothetisch eine der Maxwell'schen Theorie nach-
gebildete Theorie aufgestellt, die die Energielibergdnge dutch Gravitation als
Nahewirkungen behandelt und den entsprechenden Energiestrom berechnet”
Durch einige sehr interessante Zahlenbeispiele hat er dem Beobachter die
Mittel zur Priifung dieser Theorie an die Hand gegeben.
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3. f, stellt nur realisirbare Energietibergiinge dar. Unter-
suchen wir beispielsweise einen Fall genauer, wo keine Energie-
liberginge stattfinden und doch f, von Null verschieden ist.

Die Theile eines rotirenden Schwungrades besitzen eine
betrdchtliche kinetische Energie, die sie bei der Rotation mit
sich fihren, in der Art jedoch, dass, wenn der Radkranz
homogen ist, an keinem Orte Energiednderungen eintreten. Wir
haben hier einen cyclischen Convectionsstrom. Dennoch aber
stellt (u,, v,, w,) realisirbare Energieiibergidinge dar. Um dies
einzusehen, denke man sich den Radkranz (Fig. 1) an einer
Steile durchbrochen und con- .
struire zwei geschlossene Ober-
flachen, deren jede eine Begren-
zung an der Durchbrechung
ganz in sich schliesst und die
andere ganz ausschliesst.

Nennen wir die Theile
dieser Flachen, die in der Masse
des Radkranzes liegen, Fund F”,
nennen wir die Theile des Rad-
kranzes, die ganz von diesen
Flachen umschlossen sind, M und M’, so sieht man unmittelbar,
dass der eine Theil, z. B. M, die ganze durch F eintretende
Energiemenge aufnimmt, wihrend der andere, M’, die ganze
durch F’ austretende Energiemenge abgibt.

. Es ist leicht einzusehen, dass sich durch dasselbe Beweis-
verfahren stets zeigen ldsst, dass (u,, v,, w,) nur realisirbare
Energielibergénge darstelit.

Einen wirklichen Energiestrom, der cyclisch ver-
lauft, nenne ich »zufdllig cyclisch«.

Es ist sehr bequem, fiir einen zufillig cyclischen
Energiestrom den Strom Null zu fingiren.

Mechanischer Leitungsstrom.

15. Man denke sich einen ganz beliebigen materiellen
Korper X, der durch die geschlossene Fliche S begrenzt ist.
Auf die Fldche S wirken Mechanismen, die sich unter Aus-
Gbung von Druckkriften bewegen und dadurch an £ eine Arbeit
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leisten. Sind X,,, Y., Z, die Componenten des Druckes auf das
Flichenelement 4.5, dessen nach innen gerichteté Normale #
die Richtungscosinus M, ., v habe, sind ferner o, §, v die Com-
ponenten der Geschwindigkeit o an dieser Stelle, so ist die
Leistung der Druckkrifte auf d.S:

(Xn-a—i-Yn-ﬁ'*‘Zn-T)-dS,

also die zeitliche Anderung der Energie im Korper X in Folge
dieser Leistungen:

dE,
dat

:/(X,,.a+Y,,L.B+Z”.7).d5‘.
S

Sind nun X,, Yy, Z;, X,,. .. die Componenten der Drucke
auf Flachenelemente, die den Coordinatenebenen parallel sind
und deren nach innen gerichteten Normalen die positive
Richtung der Coordinatenaxen haben, so ist:

Xn = Xx-)\+Xy-}L+Xz.‘J
Y,= Y, A+ Y, p+ Y,y i ¢
Zn - Zx-)\—l-Zy- (.L+Zz.v,

also: .
dE,
- :fg(X,,.a+ Y, Bt Zo oA (X, 0 Yy Bt Zy) ot
S

+(X;. 0+ Y,.B4+Z,.7)v}dS.

Daraus folgt, wenn wir setzen:

M1:Xx.d—|—Yx.B+Zx.‘{ ?
v, = X,.a+Y,.+2Z, .7 )
w, = X0+ Y, .B+2Z,.7 \

1. Die Grossen u,, v,, w, erfiillen Gleichung 5 (Punkt 10)!
und folglich auch Gleichung 6:

de,  Ouy 4 ov, o o,

it bx ~By_ oz

1 Wo zu beachten ist, dass \, ., v die Richtungscosinus der nach
aussen gerichteten Normale bedeuten.
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2. sie enthalten die Coordinaten und die Zeit nicht explicite;

3. sie liefern nur realisirbare Energieliberginge. Denn man
kann die Oberfliche S beliebig in Gebiete F zertheilen und
jedes Stiick F' mit einem eigenen Mechanismus M in Verbindung
setzen, der unabhidngig von allen librigen arbeitet. Es liefert
dann immer (u,, v;, w,) den nach M hinein stattfindenden
Energielibergang.

16. Ich will noch einen anderen, mehr analytischen Nach-
weis liefern, dass die durch Gleichung 9 definirten Gréssen #,,
v,, w, die erste Bedingung erfiillen, der sich freilich nicht
wesentlich von dem in (15) gebrachten unterscheidet.

Es sei p die Massendichte, (e, 2, 1) die Geschwindigkeit
im Punkte (z, ¥, 2), dann ist die kinetische Energie des im Raum-
element dt befindlichen materiellen Theilchens:

= ~i— p.(024p2 472 . dr.

Es seien ferner die zeitlichen Anderungen der Geschwindig-
keitscomponenten, welche sie allein durch den Einfluss
der Druckkrafte erleiden:

<%>1’ <ZA§>1’ <%>1’

so genligen diese Grossen den Gleichungen:?

<da> <8Xx 0.X, BXZ>
el = — + 70
. dt /1 ox ay 0z
<d(3> <8Yx Y, BYZ>
po{—) = — + +
dt /1 ox oy 0z
d 827, Z 97,
}L(—'{) = ——( P 7+ >
dat /1 ox ay 0z

Es ist nun die zeitliche Anderung der kinetischen Energie
unter dem Einflusse der Druckkrifte allein:

1 Die sich aus Kirchhoff, Mechanik, S. 113, Vorl. 11, Gl. 8) ergeben,
indem man alle Krifte ausser den Druckkriften gleich Null setzt.

Sitzb. d. mathem--naturw. Cl.; CVIL Bd., Abth. IL. a. 75
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s

() fo ) o1 8) e () o

Ferner ist die zeitliche Anderung der inneren Energie unter
dem Einfluss der Druckkréfte alleini?!

dF d0. do.’ da

dt /1 \ oy oy 0z

9 d
+<Yx.fp—+Yy.—B—+Yz.—E>+
ox oy /

0y 0z
Setzt man diese Werthe in die Gleichung:

de, <dT> <dF>

dr = | —) +\{—

dt dat /1 dt /1

ein, so ergibt sich unter Beriicksichtigung der oben hinge-
schriebenen Bewegungsgleichungen:

d d
% (X, 0+ X, B+ X))
dt ox

9 3
e S i Y ) A (Zg- 042y B4 2, 0)-
oy ' 9z .

Es erfiillen also die in Gleichung 9 definirten Grossen
u,, vy, wy die Bedingung:

de, _ Buy B

dt 9 = 0y 0z

Dabei sei ausdriicklich hervorgehoben, dass keine Hypo-
thesen {iber die Natur der elastischen Krifte und keine irgend-
wie beschrankenden Annahmen iber das Medium gemacht
sind. Dieses darf fest, fliissig oder gasformig sein, reibungslos

1 Kirchhoff, Mechanik, S. 117, Vorl. 11, GL. 18), wo zu setzen:

ox = o.dt, dy=20.df, dz=r1.di} Xy =Yz, Xp=2Zx, Yz=12y.
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oder mit innerer Reibung; in allen Fallen sind die Gleichungen,
von denen wir ausgingen, nur der einfachste Ausdruck der
Erfahrungsthatsachen (Lagrange’sche Gleichungen).

17. Seien die Richtungscosinus der Geschwindigkeit 7, m2, 9,
sodass o — 0./, f—o.m, = 0.u%

Sei ein zu ® senkrechtes Fldchenelement as,,, die darauf
wirkenden Drucke X, Yo, Z,, SO ist:

KXo =Xp l+X, . m+X,.n
£ Y, = Y.+ Y, m+Y,.0n

Zy = Zyl+2Zy.m + Z,.n,
also:

n, = Xp. 0, v, = Ys.0, W, =2Zy.0. ... 10

Nennen wir die resultirende Druckkraft P, und ihre Rich-
tungscosinus /;, m,, #,, SO ist:

#, = Py.0.l, v, =Fs.0.m, w, = Py.0.n;. .. .11

Die Grosse des mechanischen Energiestromes f;
berechnet sich als das Product der Geschwindigkeit
und der Grosse des Druckes, der auf das zur Rich-
tung der Geschwindigkeit senkrechte Fldchenele-
ment wirkt: f, = P,.0. Seine Richtung fallt mit der
Richtung dieses Druckes P,(l, m,,n,) zusammen.

Durch jedes zu P, parallele Flichenelement findet also
keine mechanische Energieiibertragung statt.

Es sei nun die Normalcomponente von P, mit N,, die
Tangentialcomponente mit T, bezeichnet, die Richtungscosinus
von T, seien I/, w/, '; dann ist:

N, = X,.l+ Y, m+Z,.n,
T, = Xo. U+ Yy.m/+Zy. 7,
1.1 +mm’ +-un’ = O,
X, =1.N,+I'."T,, Y,—= wm.N,+m'.T,,

Zo . No+u'. Ty

75%
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Ich setze nun:

#y = ®.Ny.J, vl = 0. N,.m, w! = o.N,.n,
7 p— ! /i, /) [/ — !
] = Mo Aol e —o.l,.m, w’ = w.7,.7,
so ist:
L= I V4 - 14 i S / IZs
w, = u+uy, v, = v +v/, w, = w,+w.

Der Vector f, ist also in zwei Vectoren f] und ST zerlegt,
von denen der erste in der Richtung von o, der andere senk-
recht dazu verlduft. Ich nenne f] den Longitudinalstrom, 7 den
Transversalstrom der Energie.

Der Longitudinalstrom der Energie fi ist g1e1ch
dem Product aus der Geschwindigkeit und dem Neor-
maldruck auf der zur Bewegungsrichtung senk-

‘rechten Ebene. Seine Richtung féallt entweder mirt
der der Bewegung zusammen oder ist ihr gerade ent-
gegengesetzt, je nachdem der Normaldruck einen
positiven Werth (Druck) oder einen negativen Werth
(Zug) hat.

1, = Ny.0.l, v! = Ny.0.m, w! = N,.0.1%. e 162

Es sei dS ein Flichenelement parallel zu o, und zwar
senkrecht zu T, ferner dS’ ein beliebiges anderes parallel zu o,
der Normalenwinkel zwischen 4S und 4S’ sei .

Seien ferner die Tangeantialdrucke auf 4S und dS’: Tund 7,
seien die Componenten von T und 77 parallel zu o: T, und i
Nach dem Satz: X, = Y, etc, ist dann:

I =dihp=-Pcensiio, T),
T! = T,.cosp = T,.cos ¢,

also:
J
ie< )

v

Daraus folgt:

Der Transversalstrom der Energie fliesst senk-
recht zu derjenigen der Bewegungsrichtung par-
allelen Ebene, fiir welche der Tangentlaldruck parallel
zur Bewegung ein Maximum ist. Seine Grosse ist
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gleich dem Product aus der Geschwindigkeit und aus

der zu ihr parallelen Componente des Tangential-
druckes in dieser Ebene. Diese Componente hat die-
selbe Grosse, wie der Tangentialdruck in der zur
Bewegungsrichtung senkrechten Ebene, und die
Richtung des Stromes fallt mit der Richtung dieses
Tangentialdruckes zusammen.

u’ = w.T.cos(m, T).7, v = w.T.cos(w, T).m!, |
1 1
—o.T,.V —o.T,.m ?
- i A 5
w! —w.T.cos(w, T).n
—w.T,.7

Wirkt auf das zur Bewegungsrichtung senkrechte Fldchen-
element immer nur ein Normaldruck (wie z. B. bei einer
reibungslosen Fliissigkeit), so ist der Energiestrom ein reiner
Longitu'dinalst'rom, wirkt nur ein Tangentialdruck (wie z. B. in
einer Transmissionswelle), so ist er ein reiner Transversal-
strom.

Im Allgemeinen entsteht der mechanische Lei-
tungsstrom durch Superposition eines Longitudinal-
und eines Transversalstromes.?

—i i — I/ — ! "
wy, = wiAuy, v =v+v;, W =W +W. Tl

Fiir alle diese Falle werde ich in einer demnéchst folgenden
Publication Beispiele geben.

18. In der Technik spielt der mechanische Leitungsstrom
der Energie naturgemiss eine bedeutende Rolle. Er wird be-
zeichnet als der durch die Transmission iibertragene Effect.
Die Dimension seiner Masseinheit ist Kraft X Geschwindigkeit.
Nimmt man als Krafteinheit das Kilogramm, als Geschwindig-
keitseinheit Meter pro Secunde, so erhilt man als Einheit der
Stromstarke der Energie das Kilogrammmeter pro Sec.
Die praktisch gebrauchliche Einheit ist das 75fache dieser Ein-
heit, man nennt sie Pferdekraft.

1 Pearson (Messenger of Math. 19, p. 31, 1889) hat den mechanischen
Leitungsstrom auf andere Weise in drei Partialstrome zerlegt, indessen ist seine

Zerlegung nur bei vollkommen elastischen Kérpern mdglich.
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Fiir die Intensitit des Energiestromes (die Grosse f) hin-
gegen ist kKeine besondere Einheit eingeflhrt.

Die Instrumente zum Messen des Energiestromes nennt
man Dynamometer. Ich gedenke ihre Theorie spater mit den
iibrigen Beispielen zusammen zu behandeln.

19. Ebenso wie unter den Convectionsstromen finden sich
unter den mechanischen Leitungsstrdmen der Energie sehr
haufig zufillig cyclische. Ist z. B. um ein rotirendes Rad €in
elastisches Band in gespanntem Zustand geschlungen (wie bei
den Fahrradern der Gummischlauch), so findet ausser dem .
cyclischen Convectionsstrom noch ein_cyclischer ILeitungs-
strom in der der Bewegung entgegengesetzten Richtung statt.
Schneidet man aber das Band auf
und erzeugt die Spannung durch zwei
an den Schnittflichen angebrachte
Zugkrafte, etwa dadurch, dass man
Gewichte anhidngt (Fig. 2), so ist der
durch (u,,v,,w,) dargestelite Energie-
{ibergang realisirt. Denn offenbar
haben wir nun das eine Ende mit
einem System M verbunden, das die
ganze iibertragene Energie aufnimmt,
-das andere mit einem System M’, das

Fig. 2. die ganze ubertragene Energie ab-
gibt.

Auch fiir cyclische Leitungsstrome fingirt man gewdhnlich
den Strom Null.

Beispiele fiir wesentlich cyclische Strome erhélt man, wenn
man irgend eine Vector-Grosse, die nur von den Eigenschafts-
grossen der Materie abhingt und die an allen Stellen des
Raumes einen bestimmt angebbarén Werth hat, nimmt, etwa
die Geschwindigkeit (o, 8, 1), und die folgenden Werthe bildet
(die Wirbelcomponenten):

, o7 a8 ’U,__B_o';_i'(_ =7 I 98 Ba_

1 —_

oy o 0z ox ox ‘——B__y—

— 3 pu—

Natiirlich hat es niemals einen Sinn, eine derartige Energie-
stromung anzunehmen.
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Relative Energiestrome.

20. Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, dass
die Geschwindigkeit sich in absoluter Weise ermitteln lasst.
Indessen konnen wir Geschwindigkeiten nur relativ zu irgend
einem System messen, aus dem wir ebensogut in ein anderes
transformiren diirfen, das sich im ersten mit constanter Ge-
Schwindigkeit parallel verschiebt.

Ist (o, By 7o) die Geschwindigkeit, mit der sich unser
Bezugscoordinatensystem in einem anderen bewegt, in das
wir transformiren wollen, ferner (o, 8, 7) die gemessene Ge-
schwindigkeit in einem Punkte (¥, ¥,2), so sind die Com-
ponenten der transformirten Geschwindigkeit: (o) = o -0y,
) = B+By () =T+1o

Setzen wir nun:

1y = X0ty + X, By + Xe70, Ur = Yx%'*'Yy@o’*'Yzh(Q’ S5

: Wy = Zy0y+ ZyBo+ 22

und ist der mechanische Leitungsstrom im ersten Coordinaten-
system: #,, vy, #,, SO ist er im zweiten:

(11,) = ty+1ty, (V) = V340V, (W) =W +Wre ... 16

Die Transformation des Energiestromes geschieht also
dadurch, dass man dem Strom f; einen Strom f+ superponirt.
Dieser Strom f, verlduft keineswegs cyclisch, er ruft Energie-
anderungen hervor, welche die aus den gemessenen Geschwin-
digkeiten o, B, 7 berechnete Vertheilung der kinetischen Energie
in die aus den transformirten Geschwindigkeiten (o), (F), 0
berechnete Vertheilung {iberfithren. Die Vertheilung der anderen
Energieformen bleibt bei der Transformation ungeindert: Ich
nenne den durch Gleichung 15) definirten Strom f(ttr, vs, W)
den Umrechnungssirom. ;

Ein Beispiel moge diese Umrechnung erlautern. Sei R
der Radius der Erde, @ ihre Rotationsgeschwindigkeit, K ihr
Tragheitsmoment. In einem Punkt unter dem Breitengrad o,
dessen Abstand von der Erdaxe also » = R.cos ¢ ist, werde
ein Geschoss von der Masse m aus einer Kanone geschleudert,
und zwar genau horizontal von Osten nach Westen mit der
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Geschwindigkeit ¢ = 7. Q, relativ zur Erdoberfliche. Es soll
nun der Energiestrom berechnet werden, der von dem explo-
direnden Pulver aus in das Geschoss geht, indem man, wie es
im Allgemeinen bei physikalischen Untersuchungen geschieht,
die Erdoberfliche als ruhend ansieht. Selbstverstandlich muss
man finden, dass der Strom f, dem Geschoss schliesslich im

Ganzen die Energie T= zugefithrt hat, abgesehen von

den durch die Reibung und die Rotation des Geschosses ver-
brauchten Energiemengen, die uns hier nicht weiter inter-
essiren. Transformiren wir nun in ein anderes Coordinaten-
system, das die Erde als mit der Winkelgeschwindigkeit € um
die ruhende Erdaxe rotirend beschreibt, so bewegt sich das
vorhin gebrauchte Bezugscoordinatensystem in diesem mit der
Geschwindigkeit ¢, West—Ost. Wir nehmen an, dass nur so
kurze Zeitraume in Betracht kommen, dass man diese Bewegung
als Parallelverschiebung ansehen kann. In dem neuen System
hat das Geschoss zuerst die Geschwindigkeit ¢, West—Ost,
nach dem Abfeuern des Schusses ist es in Ruhe, es hat die
m . c?

Energie T = abgegeben. Daftir hat nach dem Flachen-

satz die Erde einen sehr kleinen Zuwachs dQ ihrer Rotations-
geschwindigkeit erhalten, nach der Beziehung:

mr.c = K.dQ,
¢
sie hat also die kinetische Energie gewonnen:
K.Q.4dQ — m.c? = 2T.

Der transformirte Energiestrom (f;) fiibrt also schliesslict
sowohl die vom explodirenden Pulver .abgegebene Energie
menge 7T, als auch die urspriingliche Energie des Geschosses ]
beide durch das Postament der Kanone in die Erde.

Der Umrechnungsstrom f, = (f;)—f ergibt also die Ver
legung der Energiemenge 2T aus dem Geschoss in die Erde

921. Noch in anderer Hinsicht konnen die mechanische
Energiestrome relativ sein, wenn man niamlich die Druckkréft
nicht von ihrem absoluten Nullpunkt aus rechnet, sondern vo
einem willkiirlichen, wenn man z. B. in einem Gase den Druc

v
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einer Atmosphare als Nullpunkt wihit und den Druck im
Vacuum gleich — 760 mm Quecksilber setzt. Durch diese Wahl
des Nullpunktes wird die Vertheilung einer Form der inneren
Energie, der Deformationsenergie, beeinflusst. Wihrend z. B.
nach der absoluten Rechnung beim Evacuiren eines Gefdsses
die dazu verbrauchte Energie der Atmosphare zugefithrt wird,
die eine unendlich kleine Verdichtung erfahrt, geht sie nach
der relativen Rechnung in das Vacuum. Wenn die Vertheilung
der anderen Energieformen durch diese Nullpunktsverlegung
nicht beeinflusst wird, so ist es sehr bequem, sie anzuwenden,
beispielsweise in der Theorie der Schallwellen. Auch hier
milssen wir dem so berechneten Energiestrom, wenn wir den
Nullpunkt des Druckes verlegen, einen Umrechnungsstrom =
superponiren.

-

Thermischer Leitungsstrom.

22. Uber den mechanischen Leitungsstrom superponirt
sich in erster Linie der Warmeleitungsstrom f,, dessen Com-
ponenten sich aus der Vertheilung der Temperatur 4 und den
Coéfficienten der Wiarmeleitungsfahigkeit a,;, @5, . .dgg, die
natiirlich von & abhéngen koénnen, folgendermasseh berechnen:?

e 5 <a .33+a 33+a 33‘)\
2 = ' 2% 18 /
39 39 39 |

Vg = — 8oty Gy ——) 17
ox ay oz / |
B AP SO
2 = SR 2 Sl

1. Diese Grossen n,, v,, w, genligen der Bedingung, dass,
wenn keine anderen Energieinderungen als durch Warme-
leitung stattfinden:

de, o1t,, v, o,
— 2 = 24 P
dt ox ay oz

1 Kirchhoff, Wirme. Vorlesung 1, S. 9 und 10.
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2. Sie hidngen nur von den Eigenschaftsgrossen der Materie
und ihren Differentialquotienten (Temperaturgeféillé) in der
Materie ab. :

3. Sie stellen nur realisirbare Energieiibergénge dar, denn
man kann die Warme in jedem Theil einer Schnittfliche unab-
hingig von allen anderen Theilen zu- und ableiten. '

23. Der thermische Leitungsstrorﬁ hat eine charakte-
ristische Eigenthiimlichkeit, die ihn vor allen anderen Energie-
strémen auszeichnet: er kann niemals cyclisch sein.

Angenommen namlich, der Strom verliefe cyclisch:

311,—2 4 EZ_ -+ a_w‘i - O,
ox oy 0z

so miissten nach bekannten Siatzen die Stromlinien geschlossene
Curven bilden, man kdnnte also einen ringférmigen Korper V
abgrenzen, dessen Oberfliche S aus einer continuirlichen Folge
von Stromlinien bestiinde. Untersuchen wir die Vorginge in
einem derartigen Korper. Wir haben die folgenden zwei Be-
dingungen: ¥

1. f,, der aus der Oberfliche S austretende Energiestrom,
ist in allen Punkten von S Null.

2. In allen Punkten von V ist

L7 N ]

= 0.
ox oy 0z
Da nun:
'a .

&.u,) = Eﬁ—-u2+{}- Oaty
ox . ox ox
) 99 )
L) = Ly B2
9y : oy 3y
9 0% b
— (@) = ey - iy

Z z 0z

so ist nach dem Green’schen Satz:

' 0% & &
f&.fn.dS :f(u2-——+112-3—+w2-8——>'dr+
s v ox oy 02

-+ (\&.<E%l+_3ﬁ.+_aﬁz_>dr’
Jv ox oy oz
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also, wenn wir die zwei gemachten Bedingungen einflihren:

o o9 o
fu2-i+vz-——+w2- dri==<0}
.o ox ay 0z

Nun ist aber eine wesentliche Eigenschaft des Wéarme-
stromes, dass er durch ein Element einer isothermen Fldache
nur in der Richtung von der wiarmeren Seite nach der kélteren
Seite fliessen kann. Die Grosse

ist also eine wesentlich negative Grosse,! die nur an den
Stellen Null wird, wo keine Warmeleitung stattfindet. Daraus
folgt, damit das Integral iiber dieser Grosse Null sein kann,
dass in jedem Punkte des betrachteten Korpers der Warme-
strom Null herrschen muss. Es kann also keinen cyclischen
Warmestrom geben.

Man nennt wegen der Unméglichkeit cyclischer
Stromeden Warmeleitungsstrom einen nicht-umkehr-
baren Vorgang.

Poynting’s Theorem.

24. Wir setzen die Maxwell'sche Theorie? voraus, also
vor Allem auch den Satz, dass, wenn:

L, M, N die Componenten der magnetischen Kraft,

2, M, N die Componenten der magnetischen Induction,
X,Y, Z die Componenten der elektrischen Kraft,

%, 9, 3 die Componenten der elektrischen Verschiebung,
a, b, ¢ die Componenten des elektrischen Leitungsstromes,

der zeitliche Zuwachs der Energie in irgend einem Raum-
element dr, der rein durch die elektromagnetischen Vorgidnge
hervorgerufen wird, unter allen Umstdnden den Werth hat:
—

1 Kirchhoff, Wiarme. 4. Vorlesung, S. 48.
2 Féppl, Einfiihrung in die Maxwell’sche Theorie, S. 2 und 3.
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™

dt dt dat dt
4 dt at dt

+(X.a+Y.b+Z.G)}'dt.

In welcher Form diese Energie aber auftritt, lasse ich, wie
bei den anderen Formen der Energielibertragung, génzlich
unbeachtet.

Aus den Maxwell'schen Gleichungen:?! ¢

ax . oN oM ag Y VA
T4 =——— e 2
dat . 9y 0z dr 0z 9y
s el am _ 3z X
dt 0z ox dt ax 9z
a8 oM oL an 23X Y
N rdAdge = ———— =,
dt ox oy at oy ox

die fiir jeden elektromagnetischen Vorgaﬁg in rubenden
Korpern erfiillt sein missen, folgt durch Multiplication mit
X,Y, Z, L, M, N und Addition:

0
ans _ 2 yy_zM) s+ —(Z.L—XN)+
dt ox oy

+ :; (X.M_YL)} :

Setzen wir nun:

4, = ——(YN—2ZM) )
4z
1
p e ey .18
4t
bt e YT \
4 /

1 Alle Grdssen sind in demselben Masssystem, elektrostatisch oder
elektromagnetisch gemessen.
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so kdnnen wir behaupten: 5
1. Diese Grossen erfilllen die Bedingung
de,  Ouy 07, 9,
it ~ 8x By %

2. Sie enthalten die Coordinaten und die Zeit nicht
explicite, sondern sind reine Functionen der Zustandsgrossen.

Die dritte Frage, ob sie nur realisirbare Energiefibergange
darstellen, lasse ich flirs erste offen.

Poynting’s Satz.

Der durch die Gleichungen 18) definirte Vector
stellt alle Energiednderungen in einem elektromagne-
tischen Felde richtig dar. Er ist, abgesehen von dem

1
Zahlenfactor’z‘;, gleich dem Product aus der elek-

trischen Kraft P, der magnetischen Kraft  und dem
Sinus des von beiden gebildeten Winkels ¢:
= L.H.P sin .
iz
Seine Richtung steht senkrecht auf P sowohl, als
auch auf H, und zwar in dem Sinne, in welchem
man durch die von P und H gebildete Ebene sehen
muss, um den concaven Winkel von P nach H als
positiv (Uhrzeigerdrehung) wahrzunehmen.

25. Wir haben uns bei der Herleitung des Poynting'schen
Satzes zunachst auf ruhende Kérper beschrankt. Er gilt aber
ebenso fiir bewegte Koérper. Denn in diesen entstehen die
elektromagnetischen Erscheinungen durch Superposition der
folgenden beiden Vorginge.

Erstens fithrt die bewegte Materie einen Theil der in ihr
herrschenden Zustdnde convectiv mit sich?! (geradeso wie ihre
Temperatur, elastische Spannungen etc.), wahrend jedenfalls

1 Vergl. Hertz, Uber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir
bewegte Korper. Wied. Ann., 41, S. 369, 1890. Ausbreitung der elektrischen
Kraft, S. 256. Hertz macht unndthigerweise die specielle Annahme, dass die
Materie den ganzen elektromagnetischen Zustand mit sich fiihrt, eine Annahme,

die sicher nicht richtig ist, wie die Versuche iiber Lichtgeschwindigkeit in
bewegten Medien beweisen.
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ein Theil seine Stelle unverdndert beibehdlt. Hiedurch ent-
stehen im Allgemeinen Deformationen des Feldes und Ande-
rungen der magnetischen und elektrischen Krifte in Leitern
und Dielektrica.

Zweitens treten in Folge dieser Krafteanderungen Vor-
giange elektrischer Leitung, dielektrischer Polarisation und
Magnetisirung in den verschobenen materiellen Theilchen ein,
die ihrerseits ein Feld erzeugen, das sich Uber das erste super-
ponirt. Fiir das superponirte Feld gelten die Maxwell'schen
Gleichungen genau so, wie bei ruhenden Korpern.

Der erste Theil dieses Vorganges, die mechanische Defor-
mation des Feldes, bewirkt nun auf zweierlei Weise Ande-
rungen in der Energie des Feldes:

1. Dadurch, dass die bewegte Materie einen Theil der
Energie mit sich fithrt (Convectionsstrom);

2. dadurch, dass das Feld deformirt wird, d. h. dass sich
die Kraftrohren verkiirzen oder verldngern, verbreitern oder
verengen. Um die hiemit vérbundenen Energiednderungen
hervorzubringen, muss durch positive oder negative Arbeit
den bewegten materiellen Theilchen Energie zugefiihrt oder
abgenommen werden. Es muss also ein mechanischer
Leitungsstrom vorhanden sein, dessen Stromlinien in den
bewegten Theilchen ihr Ende oder ihren Anfang haben.

Der zweite Theil des Vorganges, die elektromagnetische
Anderung des Feldes, ruft Anderungen der Energie hervor,
diey weil die Maxwell’schen Gleichungen gelten, vollstandig
und richtig durch den Poynting’schen Energiestrom
beschrieben werden.

Es.ist damit bewiesen, dass das Poynting’sche
Theorem auch fiir bewegte Korper unbeschrédnkt
Giltigkeit behdlt.

Dies mdge zunichst an einigen Beispielen aus der Elektro-
statik deutlich gemacht werden.

Bewegung elektrisirter Korper.

26. Es seien A und B (Fig. 3) die Platten eines ebenen
Condensators, die so gross sind, dass man die Randwirkungen
vernachldssigen und das elektrische Feld als homogen ansehen
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kann. A sei festgehalten und mit der Erde leitend verbunden,
B sei beweglich, vollkommen isolirt und mit einer bestimmten
Elektricititsmenge geladen. Die Intensitiat P des elektrischen
Feldes hangt nicht vom Abstande der Platten ab, sie bleibt bei
den Verschiebungen von B ungedndert. ;

Wird nun B mit der Geschwindigkeit w gegen A vorbewegt,
so schieben sich die elektrischen Kraftlinien in B hinein. Da
aber die élektrische Ladung (Kraftlinienendungen)

an der Oberflache eines Conductors ein Zustand der EE
materiellen Molekeln®ist, welcher mit der Materie _El:
festverbunden fortschreitet, so missen die Kraft- : _
linien im Leiter gleichzeitig eine derartige Schrum- —r
pfung erfahren, dass ihre Enden immer in der Ober- ;:
flachenschicht der Platte B bleiben. %
Da dieser Vorgang nicht mit dem Auftreten —1
magnetischer Krifte verbunden ist und da an allen —
anderen Stellen des Feldes der Zustand fortwahrend —
derselbe bleibt, wie wenn B in Ruhe wire, so super- =1
ponirt sich kein neues elektromagnetisches Feld “1}_::33
1. o.

iiber das vorhandene.

In Folge der Verkiirzung der Kraftlinien tritt fortwadhrend
der Energielibergang %l;— = %.m pro Fldcheneinheit aus
dem Felde in die Platte B, wird durch diese mechanisch weiter
geleitet und kann auf ihrer Aussenseite abgenommen werden.

Sonst treten im Felde keine Energieverschiebungen ein,
der Poynting’sche Strom ist Null.

Ganz ebenso lassen sich die Vorginge beschreiben, die
bei einem Wegziehen der Platte B von A eintreten. Nur dass
dann die in B haftenden Kraftlinienreste eine Dehnung erfahren,
die mit einer Energieabgabe an das Feld verbunden ist.

Die innere Oberflache der Platte B ist ein Gebiet
von Quellpunkten odervon Sinkstellen fiir den mecha-
nischen Energiestrom.

27. Verschiebt man eine diinne, ebene Platte, die beider-
seits-mit der Flachendichte ¢ belegt ist, mit der Geschwindig-
keit w, deren Richtung den Begrenzungsebenen parallel ist, so
tritt eine Verkiirzung oder Verldngerung der Kraftlinien an den
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beiden Begrenzungsebenen nicht ein. Dagegen wiirden die in
der Oberflachenschicht steckenden Kraftlinienendchen durch
den mechanischen Vorgang schief gezogen werden, wenn sie
sich nicht durch einen immer gleichzeitig erfolgenden Leitungs-
vorgang wieder senkrecht aufrichteten. Die Flachendichte dieses
in der Oberflachenschicht verlaufenden elektrischen Leitungs-
stromes ist natiirlich 6., er ist mit einer magnetischen Kraft
verbunden, die innerhalb der Platte Null ist, unmittelbar iiber
ihr aber den Werth H = 4rnc.w hat, deren Richtung senkrecht
auf o und parallel zur Platte ist. Man sieht dies unmittelbar ein,
wenn man das Linienintegral von H liangs einer geschlossenen
Curve bildet, durch die der Strom ¢ tritt und berlicksichtigt,
dass es den Werth 4z haben muss. Ausserdem haben wir den
Werth der elektrischen Kraft in unmittelbarer Nachbarschaft
der Platte: P = 4o, ihre Richtung ist senkrecht zur Platte. Da
hier P und H beide im elektrostatischen Maass angegeben sind,
so ergibt sich die Dichte des Poynting’schen Stromes unmittel-
bar an der Platte:
1 1
_f3 =~ .H.P= — .Po.
4r 4w

Seine Richtung fatlt mit der von ® zusammen.
Die Halfte dieses Stromes:

T —

.0

L\')‘;H

8T

stellt den Energielibergang dar, der mit dem Vorriicken des
elektrischen Feldes mit der Platte verbunden ist. Die andere
Halfte bringt die Energiezufuhr zu dem vor dem vorderen
Rande der Platte befindlichen Theil des Feldes zum Ausdruck,
wo durch das Vorriicken der Platte fortwahrend Energie ab-
sorbirt wird.

Der mechanische Energiestrom hat nur an den
Réandern der Platte Quell- und Sinkstellen, an denen
die Energie durch den Poynting’schen Strom zu- und
abgefiihrt wird. Ausserdem ist das Vorriicken des
ganzen Feldes mit einem Poynting’schen Energie-
strome verbunden.
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28. Ein kugelférmiger Korper K, der elektrisch geladen
und isolirt ist, werde mit der Geschwindigkeit w von einer zur
Erde abgeleiteten Platte A entfernt. Es wird erstens auf der
Vorderseite der Kugel eine Schrumpfung, auf der Hinterseite
eine Dehnung der Kraftlinien eintreten. Zweitens wird auf der
Oberflidche der Kugel ein elektrischer Leitungsstrom vorhanden
sein, der dafiir sorgt, dass die Kraftlinien immer senkrecht auf
der Oberfliche stehen (wir nehmen also an, wie es immer in
der Elektrostatik geschieht, dass die Kugel ein vollkommener
Leiter ist).

Es entsteht nun ein Poynting’scher Strom, der durch neben-
stehende Skizze (Fig. 4) veranschaulicht werden soll. Die Strom-
linien verlaufen immer senkrecht .
zu den elektrischen Kraftlinien, /:’E“ \\
also auf der Oberflache der Kugel / \\
tangential. Sie fiihren von der '
Hinterseite der Kugel, wo fort- ?.'M
wihrend Energie austritt, nach der \’_//_j/.f’,f
Vorderseite hin und geben hier \_/
den grossten Theil der Energie Fig. 4.
wieder an die Kugel zuriick. Ein
Theil jedoch gelangt ins Feld, da die Stromlinien ein wenig
divergiren. Diesen Theil wellen wir nun im Folgenden be-
rechnen.

Es bedeuten:

e
33— i3
X

e

p Abstand eines Punktes von der Symmetrieaxe;

z Abstand eines Punktes von der Ebene 4;

R,7 die Componenten der elektrischen Kraft nach den Rich-
tungen p und z;

H die magnetische Kraft, deren Kraftlinien Kreise um die
Symmetrieaxe bilden; ihre Richtung ist positiv, wenn die
Kraftlinien, in der positiven Z-Richtung gesehen, im Sinne
der Uhrzeigerdrehung verlaufen;

¢ die Zeit;
V die Lichtgeschwindigkeit.

Alle Kréfte seien in demselben Maass-System (elektro-
statisch) gemessen.
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CVIL Bd., Abth. IL. a. 76
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Man kann nun das elektromagnetische Feld der Kugel
leicht berechnen mit Hilfe einer Function f(p,z £), die der
folgenden Differentialgleichung geniigt:*

92 52 92
O e e B e )

22 B2 P 8 V2 o

Es ist dann:

) il A 1 9
H—_—_-—l__i’ S = . f, R— ——. fb)
p ot P 9 . P 0z

Ich fithre noch folgende Bezeichnungen ein:
s = §,+ ol

sei der Abstand des Kugelmitteipunktes von der Ebene 4;

T
V2
VBT = NERE G =7
S—=2 = [ S+z -
s = i

Ferner beschrianke ich mich hier auf den Specialfall,? wo
der Radius der Kugel gegen s verschwindend klein ist, d. h. aut
die Untersuchung der Bewegung eines sogenannten elektrischen
Punktes.? Diesem Fall entspricht die folgende Losung der Diffe-

rentialgleichung a):

= %(91—{-@2), e die Ladung des Punktes;

’

R:e.p.(—l————1—>; Z:——E.QS:Z + s+z>; ‘c

73 = 73 73 \
1
= m.e.p<—+iy.

1 Hertz, Wied. Ann. 36, S. 1, 1888 ; abgedr. Ausbreitung der elektr. K

S. 150.
2 Die allgemeine Losung fiir eine endliche Kugel findet sich im Anhange

5 Vergl. J. J. Thomson, Recent Researches. p. 16.
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Da es sich um ein elektrostatisches Problem handelt, so
diirfen wir uns eine weitere Vereinfachung ertauben, da dann o
gegen V verschwindend klein ist, also 2% = 1.

Da nun:

7, = \/p+(s—2)?, 7, = \/ PP+ (s+2)%,

" 50 hat die elektrische Kraft {iberall denselben Werth, den sie
haben wiirde, wenn der elektrische Punkt an der Stelle, durch
die er gerade geht, in Ruhe wére.
Das magnetische Feld ist so schwach, dass man es bei der
Berechnung der Feldenergie nicht zu berticksichtigen braucht.
Die elektrische Kraft in der Nidhe des elektrischen Punktes
hat den Werth:

P=-" 4+ — .(+D),
1 2
1

. " = ¥y,
wo A eine sehr kleine Grosse von der Ordnung —— ist.
7/9

Setzen wir ferner:
DS =%
so0 ist:
7, = S.(1+4%),

1’1.

wo A’ ebenfalls von der Gréssenordnung
2

In der Nahe des elektrischen Punktes ist also mit ge-
niigender Annidherung zu setzen:

Die Energie in dem Raumelement 4t ist:

g? 252k
S S (T+&> ar

8x \ 7y 2.7} s

Es seien nun um den elektrischen Punkt zwei sehr kleine
concentrische Kugeln mit den Radien @ und & geschlagen, so
ist die Energie in der von ihnen gebildeten Kugelschale, wenn
wir Polarcoordinaten anwenden, folgendermassen zu berechnen:

76%
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Radius: #,; Breite: &(p, = cos ¥); Lange: ¢

2 2n ~u b 7]
E—= f—f j f S “—'Cﬂ).sinu‘}.dﬂ.d&.d' ?
8% 0 0 a \'Vf 52 : \ i
e 5)
=2 \a b/

Dieser Werth hangt nicht von S ab. Es ist nun leicht zu
sehen, dass innerhalb einer Kugel, die um den elektrischen
Punkt mit einem sehr kleinen Radius geschlagen ist, und die
man sich mit dem Punkt fortbewegt denkt, die Energie unge-
iandert bleibt. =

Anders ist es aber, wenn man die Kugel ruhend Idsst. Als-
dann vermehrt sich bei der Bewegung-des elektrischen Punktes
in Folge der Kraftliniendehnungen ihre Energie. Um diese Ver-
mehrung zu berechnen, suche ich die Energie in dem Zwischen-
raume zwischen den beiden Kugeln mit den Radien a und 2,
wenn die grossere Kugel (rad. &) an ihrem Orte geblieben ist,
die kleinere dagegen (rad. a) sich mit dem elektrischen Punkte
wihrend des Zeitelementes d¢ weiter bewegt hat. Dies ist dann
schon ohneweiters die Vermehrung der Energie in dem ganzen
von der ausseren Kugel (rad. ) umschlossenen Raum.

1. Berechnung der Enefgievermehrung in dem Zwi-
schenraume zwischen den beiden Kugelflachen bei
dem mechanischen Deformationsvorgange.

Wihrend der unendlich kleinen Zeit df rlickt der Mittel-
punkt der kleineren Kugel um die Strecke CC' = wdt vor (siehe

Fig. 5.
nebenstehende Skizze Fig. 5). Denkt man sich das Feld dabe
ganz ungedndert, so ergibt sich nach dieser Bewegung di

Energie des Zwischenraumes :
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2 2n rm b
El= — ff(l +3'C°S&>.sina.drl.d&.dcp,
85ty Jy Ju \ 2 Se

WO
v a' = a—uw.dt.cos d.

Die Integration tiber ¢ und 7, gibt zunéchst:
2 ] 1 i
E’ = 8_ . -+
4 J, | a—w.dtcosd b

2.cos &
+_—__.<

c(b—a-+w.dt.cos ¥) ) sin 3,
SZ

oder mit Vernachlissigung aller hoheren Potenzen von . d?:

2 T b =
E =5 [i—i +ﬂ—“).c_os&] sin 949+
4 J, La b S
2 T 2
+ = wdt. [COS‘(} ey &]sin{}d&,
4 . a? S

a b

g? (1 1> e wdi

Br——. . ;
3 S

i€
5 - )

Der Zuwachs an Energie betrigt also:
e? w.d?

l—r—
3 82

Widhrend des mechanischen Theiles des Vor-
ganges tritt durch die mit dem elektrischen Punkte
bewegte Kugelfliche (rad. a) der Energielibergang:

dE> Bl =0
<dt =1 )

2. Berechnung des Energieliberganges durch den
Poynting’schen Strom.

Die beiden Kugeloberflichen stehen keineswegs senkrecht
zu den Kraftlinien (sie sind keine Niveaufldchen). Die tangen-
tiale Componente der Kraft ist z. B. auf der kleineren:
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T — <R- T _|_Z.i> LD SR e Y
a Se da Se

wo gleich die Glieder der Ordnung —:—l— gegen 1 vernachlassigt
2
sind. Mit der gleichen Vernachldssigung ergibt sich fiir die
magnetische Kraft:
H = m.s-—r—% = _0)_.25.5_”1&.
a a 3

Durch die Kugel tritt nach aussen der Energielibergang:

- a2 2n Na
(_d_E_> = ———1—-H.T.dS: 0.£ r f sind ¥ .dv.dy
2 /0 0

dt 4 4r.S?
<iE_> 2 fo
dt /)2 3 ST

Bei dem elektromagnetischen Vorgang tritt durch
die kleinere Kugelfldche der Energielibergang:

(_‘E)—E.Ez'm g)
e T 3 g

Derselbe Energieiibergang geht aber, wie man unmittelbar
erkennt, auch durch die dussere Kugelfliche, die Energie des
Zwischenraumes erfahrt also keine weitere Vermehrung.

Der Raum, der von einer ruhenden, mit unend-
lich kleinem Radius (b)) um den elektrischen Punkt
beschriebenen Kugelfliche eingeschlossen wird, er-
fahrt einen zeitlichen Energiezuwachs:

(4B _ L e
a3 S® -

Durch seine Oberfliche tritt der Energieliber-
gang:

(dE) =z 2 o
\Ngtlze 8 S?

An dem elektrischen Punkte wird also in Folge
der Dehnung der Kraftlinien dem Felde im Ganzen
die Leistung zugefiithrt:
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dE <dE A "dE > e?
== —)+<—— =W}
dt dt /1 dt /2 S

2
Der Punkt wird mit der Kraft £ nach der abgeleiteten

Wand hingezogen.

Andere Theorien.

29. Der Poynting’sche Strom f; schildert erstens die
Energiednderungen in einem elektromagnetischen Felde unter
allen Umstanden richtig und vollstandig. Zweitens ist er aus
den Zustandsgrossen allein zu berechnen. Bisher ist keine
andere Theorie der elektromagnetischen Energielibertragung
aufgestelit, die auch dieser zweiten Forderung geniigte.

So haben Foppl! und Andere flir den stationdren elek-
trischen Strom eine Theorie vorgeschlagen, nach welcher der
ganze Energiestrom im Leiter, und zwar parallel zu den Linien
des elektrischen Stromes verlaufen soll, dhnlich dem Energie-
strom in einer hydraulischen Kraftiibertragung. Ist J die Starke
des elektrischen Stromes, U das Potential an einer bestimmten
Stelle, so soll der Energielibergang durch den betreffenden
Querschnitt sein:

dE
dt

= J.U.

J ist ohne Zweifel eine Grosse, die einen bestimmten
Zustand des Stromleiters charalkterisirt. U hingegen ist sicher
nicht unter die Zustandsgrdssen zu rechnen, allein schon aus
dem Grunde, weil {iberhaupt nur in constanten magnetischen
Feldern von einem elektrischen Potential gesprochen werden
kann. Ausfithrlicher hat Heaviside? diesen Gegenstand er-
ortert bei Besprechung der Arbeit von Macauley,® der die-
selbe Theorie aufgestellt hat.

1 Féppl, Einfiihrung in die Maxwell’sche Theorie, S. 306.

2 Electrician, 29, 29. Juli, 1892, abgedruckt in Electromagnet. Theory,
p. 248.

3 Phil. Trans. London, 183, p. 685, 1892.
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30. Macauley hat der Theorie noch eine weitere Ande-
rung hinzugefiigt. Er zerlegt (dem Maxwell’schen Treatise
folgend) die elektrische Kraft in zwei Summanden, in eine, die
ein Potential hat (elektrostatische Kraft), und in eine, die keines
hat (elektrodynamische Kraft). Zur Berechnung des Energie-
stromes verwendet er nur den zweiten Summanden. Indessen
darf man auch diese elektrodynamische Kraft nicht als Zustands-
grosse bezeichnen. Man denke nur an das in Nr. 28 durch-
gefithrte Beispiel. Ist in Gleichung ¢) k? von 1 verschieden, so
hat die elektrische Kraft sicher kein Potential, ist #2 =1, so hat
sie eines. Ist nun im ersten Falle die Kraft Reprisentant eines
ganz ahderen physikalischen Zustandes wie im zweiten? Oder
lasst sich ein elektrostatischer- und ein elektrodynamischer
Theil an ihr physikalisch unterscheiden? Die Trennung diirfte
wohl in jedem Falle willkiirlich sein.

Der Macauley'sche Energ1estrom ist, soweit er
sich vom Poynting’schen unterscheidet, willkiirlich
fingirt. '

Cyclischer Energiestrom.

31. Ich komme nun zur Untersuchung der dritten Frage.
Hertz! hat gegen die Poynting'sche Theorie den schwer-
wiegenden Einwand gemacht, dass sie in Fillen, wo gar keine
Energielibertragung stattfindet, von Null verschiedene cyclische
Energiestrome liefert. Ein Beispiel moge dies erlautern.

In der Z-Axe liege ein unendlich diinner Magnetstab von
der Linge / und der Polstirke mz, der positive Pol sei dem
Coordinatenanfang zugekehrt und im Abstande p von ihm. Im

‘Coordinatenanfang sei ein elektrisirtes Partikelchen mit der
bositiven Ladung ¢ angebracht. ¢ und m seien beide in dem-
selben Maasssystem (etwa elektrostatisch) gemessen.

Benutzen wir nun wieder das Coordinatensystem der 2
und p (siehe Nr. 28), so haben wir in einem Punkte (2, p)
folgende Kraftcomponenten:

1 Wied. Ann., 40, S. 577, 1890, abgedr. in Ausbreitung der elektr. Kraft,
S. 234.
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Z-==8.— R:s.}%, r:\/p2+22. 0 (7))

Componenten der magnetischen Kraft H: N, Q:

N:m.(z:{” ~Z_(£+l)>, Q= mP(-I?—LQ

2 7y ¥

r = NP C—p)s 7, =\ PP+ —p—1P.  ...dy)

Es kreist also um die z-Axe im positiven Sinne der
cyclische Energiestrom:

_ 1 oz7— _&em p (p  ptl
fi = 47t.(QZ N.R) = < ) ..b)

4 73 73 73

1 2

32. Nun nehme ich den Magnetstab fort und lege dafiir
durch die z-Axe eine unendlich ausgedehnte Ebene S, die auf
beiden Seiten eine elektrische Belegung hat, auf der einen eine
positiv elektrische von der gleichformigen Fldchendichte o, auf
der anderen eine ebenso grosse negativ elekirische —o. Diese
Belegungen andern also das elektrische Feld des Plnktes € nicht.
Nun sollen sie mit einer an jeder Stelle constant bleibenden
Geschwindigkeit bewegt werden, deren Componenten flir die
positive Belegung seien, wenn man die Ebene S als #-z-Ebene
wahlt:

o= _<z——p _z—(p—l—l)); = +<i—i> ...c)
s

3 3 3
£ & 7y

flir die negative Belegung dagegen —a, —7.
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%0 9
Da nun: o +’T— — 0, so ist die Stromung der elek-
% ox 9z :
trischen Partikelchen cyclisch, die Dichtigkeit 6 und — bleibt

iiberall ungeandert.

Wie der Rowland’'sche Versuch bewiesen hat, ist die
Bewegung elektrischer Partikelchen mit ebensolchen magne-
tischen Kraften verbunden, wie ein elektrischer Strom. Die
Componenten der Flachendichte unseres Stromes sind:

a— 26.4, ¢=—205.9. L. d)

Die magnetische Kraft dieses Stromes ladsst sich leicht
berechnen, wenn man bedenkt, dass: .

{. das Linienintegral der Kraft um eine geschlossene
Curve, die die Ebene des Stromes nicht schneidet, Null sein
muss;

9 das Linienintegral um cine die Ebene schneidende
Curve den Werth 4nJ hat, wenn J der durch die Curve tretende
elektrische Strom ist.

Bilden wir das Linienintegral langs eines schmalen, unend-

=0 lich kleinen Rechtecks (Fig. 7), desser
—_—%’QI langere Seite parallel der x-Axe is
und das die Ebene S in dem Linien
element dx schneidet, sO ergibt sich
wenn L, und L, die X-Componenten der magnetischen Kraf
su beiden Seiten der Ebene sind:
(L,—Ly)dx = 4mc.dx,

Fig. 7.

also:
L = +2nc, Ly= —2=c. S8y
Ebenso, wenn N, und N, die z-Componenten zu beide
Seiten der Ebene:

N, = —2ma, N, = +2na. e €

Gehen wir wieder zu dem Coordinatensystem der 2,
{iber, so ergeben sich in dem einen der beiden Gebiete,
welches die Ebene S den Raum theilt, sagen wir dem vordere

0, =4 .(L__P.)- M
0, L - ) N, = 4r=s
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in dem anderen, dem hinteren Gebiet:

= P P, = z—p  z—(p+I)
QZ——4“°'<7“7>’ NZ‘“’“’( A >

1 200

Nun lege ich an dieselbe Stelle, wo sich frither der Magnet-
stab befand, einen anderen von derselben Lange I, aber von der

halben Polstérke % Ferner setze ich fest, dass die Flachen-
dichte der elgktrischen Belegung ¢ = én? sei. Dann ergibt sich

in dem vorderen Raﬁmgebiete die magnetische Kraft:

Q 2 _op(0r 4 Zoip > i
s
ﬂ +N, = m (kﬂ_ap _z—(g;—l—l)) =N 5
2 7} 75
Im hinteren Raumgebiet dagegen:
- N
-%—{—QZ,:O‘, 7+N2:,O. o h)

) Z

Es muss also der Energiestrom im hinteren Raumgebiete
Null sein, im vorderen dagegen, wo ganz dieselben Ver-
hiltnisse herrschen, wie in dem vorher beschriebenen Falle
[siehe Gleichungen a)], muss er auch dieselbe Intensitdt f,
[Gleichung &)] haben. ‘

Der Energiestrom verlauft jetzt in Halbkreisen, er ist nicht
mehr cyclisch. '

In der That beschreibt er die Verhiltnisse richtig. Bei der
Bewegung des positiven Elektricitatstheilchens c.dS an einer
Stelle z = 2z, ¥ = #, mit der Geschwindigkeit (o, 1) im Felde
des elektrischen Partikelchens e gewinnt man die Leistung:

<ii£> = 6.4S.(Zo+R.y) = “'8"’1-<i’.;—pjl>.ds.
at /1 e " 7y

Genau dieselbe Leistung gewinnt man auch durch die
Bewegung des Theilchens —o.dS an derselben Stelle. Im

Ganzen also, wenn man berticksichtigt, dass 6 == —, ist:
8w
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7 2

dE _ m.e % <p p+l> .
N R 5 3 as =f,.4S. ...i)

Ebenso muss man den Theilchen 5.4S und —adS an der
Stelle z = 2,, ¥ — —w, diese Leistung f;.dS zufiihren.

Durchden Atherwird in Form eines auf einer halb-
kreisformlgen Bahn verlaufenden Energiestromes f;
die an einer Stelle (2, —#,) zugeflhrte Leistung nach
der Stelle (z, +x,) iibertragen, wo sie wieder abge-
nommen werden kann.

Der Energiestrom im statischen Felde ist nur ein
zufallig cyclischer, er ldsst sich vollstindig reali-
siren.

Der wirkliche Energiestrom.

33. Das im letzten Abschnitte beniitzte Verfahren ldsst
sich verallgemeinern. Ich nehme an, dass die Materie in dem
elektromagnetischen Felde sich nicht bewegt. Es sei durch
eine geschlossene Oberflache S aus dem elektromagnetischen
Felde ein Raumgebiet G ausgeschnitten. In dieser Fldche S
seien die Grossen L, M, N, & M, %, X, Y, Z, %, 9, 8 und die
Componenten des elektrischen Leitungsstromes 4, b, ¢ gegeben.
Die Richtungscosinus der nach innen gerichteten Flachen-
normale # seien: A, y, v, ferner die Richtungscosinus zweier auf
einander senkrecht stehenden Tangenten #, und #,: Ay, by, Y
und A, f, v. Die Drehrichtung von #; nach #, sei positiv,
wenn man von aussen nach innen durch die Flache sieht.
Die Linien #, n,, #, konnen aufgefasst werden als Tangenten
an die Schnittcurven dreier orthogonaler Flachenschaaren
Fx,y,2) = k; F(%,9,2) = b F(%,9,2 = k. S sei eine
Fliche der Schaar F(x, v, z) = k. Es sind nun:

LA+M.p+Ny =B |

. .a)
EA+Y.0+8v=2D )
die Dichten der Kraftlinienschnitte auf .S, ferner:
Ly+M.p+Nyv, =H  XMN+Y.p+2Z.y = 72 b
- Y

La+Mp,+Nyv, = H, XN+Y.p+Zv,=F

die zur Oberfliche parallelen Kraftcomponenten.
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34. Es sollen nun iiber S zwei materielle Schichten von
folgender Beéschaffenheit ausgebreitet gedacht werden:

1. Die aussere Schicht soll eine ungeheure Anzahl unend-
lich kleiner Magnetnadeln enthalten, deren Axen parallel zu S,
und zwar so gerichtet sind, dass ihr freier Magnetismus {iberall

B
die Flichendichte ¢’ = T besitzt.

Ist w2 die Stirke eines Poles, so muss also die Summirung
{iber alle in dem Fldachenelement dS enthaltenen Pole ergeben:

Em:s”.dS:—B—.dS. .0

4z
Diese Bedingung kann bei geniigender Zah! und Stdrke
der Nadelchen immer erfiillt werden, da

Ve

/ B.dS = 0.
S

Ausserdem sollen die Nidelchen Drehungen innerhalb der
Fliche S um ihre Mittelpunkte erfahren, in der Weise, dass,
wenn m die Polstarke, B, und B, die Geschwindigkeitscom-
ponente des Poles nach #, und #, sind, die Summirung Uber
alle Pole in dS ergibt:

- P,
Lm.Bl_:bl.dS::+Zf:.dS )
i
. s P1 )
2144.[32 = b2.ds — —‘—4-71:— .dS.
P
by = TPZW_’ e ———4# sind also die Componenten der

Flichendichte des magnetischen Convectionsstromes auf S.
P, und P, sind die in ) definirten Grossen.

2. Die innere Schicht soll von einer ungeheuren Anzahl
clektrisirter Partikelchen, positiven und negativen, gebildet sein,
die so vertheilt sind, dass die freie Elektricitdt {iberall eine

D
Dichte o/ = T hat. Ist also ¢ die Ladung eines Partikelchens,

so muss die Summirung {iber alle Partikeln auf dem Fldchen-
stiick dS ergeben:
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Zs:c’.dS:—D—.dS. ...

4z -

AusSerdem sollen die positiv 'geladenen Theilchen sich

sammtlich mit einer Geschwindigkeit auf der Flache S bewegen,

deren Componenten nach #, und #,, o, und o, sind, die nega-

tiven mit der Geschwindigkeit —o,, —o,; und zwar sollen
diese Grossen o, und @, so bestimmt sein, dass:

: H )
o, . E[e] = a,.dS = — —2% .dS ’
4T
. f)
0,.5[e] = a,.dS =+ L .dS,
4w
wo [g] den absoluten Betrag der Ladung e bedeutet.
H
a, = = und a, = e sind a]so die Componenten

der Flachendichte des elektrischen Convectionsstromes auf S.
H, und H, sind in b) definirt.

35. Erstens lasst sich nun beweisen, dass, solange man
die magnetischen und elektrischen Strémungen, wie es in d)
und f) gefordert wird, im Gange hélt, die Vertheilung des freien
Magnetismus und der freien Elektricitat immer von selbst die

= B DESS ! . ; :
Dichte T und o annimmt. Ich zeige dies fiir die elektrische

Strémung.
Sei die Gleichung der Flache S:

F(x,y,2) = &,
die einer unendlich benachbarten, sie umhiillenden Flache ST
F(x, v, 2) = k4-dk,

sei der Abstand zwischen S und S’ an einer Stelle d#, seien die
Projectionen von dn auf die Coordinatenaxen dx, dy, dz, so is
offenbar:

oF oF oF

—dry —.dy+ — .dz = dk,
ox oy dz
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also: -
-k = /<8F>2 (ap)z <3F>2 ,
PIR== —ai, w.R = 8—F—, v.R:E- LR
ox a9y 0z

Ferner seien die elektrisirten Partikeln iber den ganzen
Zwischenr®fum zwischen S und S’ gleichmassig vertheilt, so
dass o = ©'.dn, wenn t’ ihre rAumliche Dichte bedeutet. Ferner
soll die Bewegung nur auf Flachen der Schaar ¥ — const. vor
sich gehen, so dass die Vertheilung zwischen S und S’ gleich-
massig bleibt; die Componenten der rdaumlichen Stromdichte

3 a ;@ "
nach #, und #, sind also: —X und --2-, die Componente nach

an an
# ist mit all ihren Ableitungen gleich Null.
Die Componenten der rdumlichen Stromdichte nach den
Coordinatenaxen g, b, ¢, sowie ihre Ableitungen ergeben sich
daher, wenn man setzt:

a-dn = a\+a,h,, b.dn = a p,+a, s,
c.dn = ay +a,v,.
Benutzt man nun die Gleichungen f) und ) und berlick-
sichtigt, dass
tVp—la¥s =& Vil —Vhy = e Al —hapy =,
so erhdlt man: :
Amadn = (N.pn—M.v), 4nbdn = (Ly—NN\),
dmedn = (Mh—Lyp),
oder nach g) und %):

i i (e )
oy oz /
=\
4ndk.B:<L.£——N.£), \ - sa)
oz ox
ot o o, W
ox ay /

wo 4m.dk ein constanter Factor.
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Nenne ich nun die Elektricitdtszufuhr in das Raum-
element de, wahrend der Zeit di: dn.dr, so ist nach der Con-
tinuitatsgleichung:

aq . <Ba 9b dc )
=t
dt ox oy 9z

Setzt man nun aus ) die Werthe fiir b, ¢ ein und benutzt
nach Ausfithrung der Differentiation wieder £) und &), so er-
gibt sich:

9 oN [} - oL
4z. a dn = — k.(—]%——-—l-—>+p,,<—N____>+
dt : 0z 9y ox 0z

’ oL MY
J

oy ox

Dies ist aber nach den Maxwell'schen Gleichungen:
e 5
4. ﬂ dn = X.<4ara+ i) +p,.<41:b+ ~d—§£> +
dt dt dt

+v.<47:c+ ﬁ) LR
dt

Multipliciren wir die Gleichung k) mit J , so erhalten

wir die ganze Elektricititszufuhr in das Schalenstiick dS.dn
wihrend der Zeit d¢: dn.dS.dn. Nennen wir nun I, die Com-
ponente des von dS nach G hineinfliessenden elektrischen
Leitungsstromes nach n: I, = (@.h+D.p-4c.v).dS, soist:

dn.dS.dn = I,.di+ J—-%tp-.dscit. ol

41

Da nun von der auf dS befindlichen Elektricitat wihrend
der Zeit df die Menge I,,.d# nach G hinein fortgefihrt wird, sc
betrigt der Zuwachs der Elektricitat auf 4S:

ds'.dS = dn.dS.dn—1I,.dt = o il-ll .dSat.

4 dat

Es ist also:
do’ 1 aD

.o M

at 4w dt
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Es behilt o/ immer den Werth %

T

Genau in dersélben Weise folgt, dass ¢’ immer den
B
Werth —— behilt. .
4w

Wir haben zundchst das folgende Resultat:

Solange die elektrisirten Partikeln & und die
Magnetpole m die durch Gleichung f) und 4) vor-
geschriebenen Bewegungen ausfiihren, erhalten die
elektrischen Leitungsstrome in dem Raumgebiet G
ihre ganze Elektricitatszufuhr aus der elektrischen
Belegung der Schale um S, und die Vertheilung der
freien Elektricitdt und des freien Magnetismus in

den Belegungen behdlt immer die Dichte o = %
B 4z
4r

36. Weiter denke ich mir nun alle elektrischen und magne-
tischen Korper, wenn man will sogar alle Materie aus der Um-
gebung des Gebietes G entfernt, und dieses nur von den beiden
beschriebenen Schichten umhiilit.

Dann lasst sich zweitens zeigen, dass die elektromagne-
tischen Vorginge in G sich unter diesen eingebildeten Um-
stinden in genau derselben Weise abspielen miissten, wie sie
sich unter den wirklichen Umstdnden abspielen, dass hingegen
ausserhalb G alle Krafte Null sein milssten.

Der Beweis ist geliefert, wenn man zeigt, dass die be-
hauptete Vertheilung der elektrischen und magnetischen Krafte
den Maxwell’schen Gleichungen geniigt. In G, wo die Vorgénge
gegeben sind, und ausserhalb G, wo die Krifte Null sind, ist
dies selbstverstindlich der Fall. Der Beweis ist nur fiir die
unmittelbare Umgebung der beiden von uns construirten
Schichten zu fihren, und zwar sind hier folgende vier Behaup-
tungen zu beweisen:

und o/ =

fH.ds.cos(H,s):ALT:I ees )
S
[P.ds.cos‘(P, s) = —4aJ ...0)
S

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CVIL Bd., Abth. II. a. 77
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fB.dF.cos(B,N):O el
F

fD.dF.cos(B,N) = 4 me, -~
wo: ;
H, B magnetische Kraft und Induction,
P, D elektrische Kraft und Verschiebung,
s eine geschlossene Curve,
I, J der durch sie hindurchtretende elektrische und magne-
tische Convectionsstrom, .
F eine geschlossene Oberfldche,
N ihre nach aussen gerichtete Normale,
¢ die wahre Elektricitdtsmenge in F.

Es seien S/ und S” zwei Fldchen aus der Schaar
F(x, 3, 2) = k, die einander unendlich benachbart sind und die
Fliche S mitsammt ihren beiden Belegungen zwischen sich
enthalten. Aus der unendlich diinnen Schale S’S" schneide ich
mir ein unendlich kleines, rechteckiges Stiick dS’S" aus. Die
Kanten dieses kleinen rechtwinkeligen Parallelepipedons 4s's’
seien dn, dn,, dn,, WO #, 1y, Ty die eingangs erlauterte Bedeu-
tung haben.

Bildet man nun die Linienintegrale von H und P um die
vier Rechtecke (dn, dn,) und (du, dity), die allein in Betracht
kommen, da die beiden anderen (dn,, dny) ganz innerhalb und
ganz ausserhalb G liegen, so sieht man ohneweiters die
Richtigkeit der beiden ersien Behauptungen #) und o) ein. Es
ist z. B.:

[(‘d : )H.ds.cos(H, s)\_—_ H,.dun, = 4ma,.dny,

wo nach Gleichung f) a,.dn, der durch das Rechteck (dn, dn,)
tretende elektrische Convectionsstrom.

Sei S weiter eine Flache, die zwischen den beiden
Schichten verlduft und enthalte die Schale S”8M die magne:
tische Schicht. Sei aus S”S” das unendlich kleine Parallel
epiped F = (an', dny, dny) ausgeschnitten. Das Linienintegra
der magnetischen Kraft um die Rechtecke (du!, dn,) unc
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(dw', dn,) ist Null, da durch sie nur ein magnetischer, aber kein
elektrischer Strom geht. Hieraus folgt, dass die magnetische
Kraft H ausserhalb der Schale S”/ nur noch eine Componente
nach der Flachennormale # hat. Nennen wir den auf den vier
Schnittflichen (dw', dn,) und (dw', dn,) befindlichen freien
Magnetismus e, m,, m,, m,, so ist, da H keine Componente
senkrecht zu diesen IFlachen hat, der aus ihnen austretende
Inductionsfluss:

an. (my +my+mg +m,).

Der aus der dusseren Fliche dS”(dn,, du,) austretende
Inductionsfluss ist nach Voraussetzung Null, der aus der
inneren dS" hingegen (2. A+M.pu+N.v).dn, .dn,. Also ist der
ganze Inductionsfluss aus dem unendlich kleinen Parallel-
epipedon F: )

LB.dF‘cos(B, N) = (@ A+M.p+N.v) . du, . dn,+
+4n. (my 4wy +mg ).

Da die Pole einer jeden Magnetnadel entgegengesetzt
gleich sind, so muss der auf dem Schalenstiick dn, .dn, befind-
liche freie Magnetismus o”.dn, .dn, entgegengesetzt gleich sein
der Summe w, +m, + 1, +m,, also:

4w (m +my+my+m,) = —4dnd’.dun.dn, = —B.dn,.dn,
= — (@ A+WM. 0 +N.v). du, dn,.
Also:

_L;B.dF.cos(B, N) =0.

Es bleibt noch die vierte Behauptung ¢) zu beweisen. Zu
dem Zwecke denke ich mir aus der Schale S/S”/, welche die
elektrische Belegung enthilt, ein Stiick F/F” ausgeschnitten,
so gross, dass die seitliche Begrenzung gegen F/ und F ver-
schwindend klein ist. Dann reducirt sich das Oberflichen-
integral

( D.dF.cos(D, N) auf L,(X.k+@.p,+8.v).dF’.

JE' R

r e
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Nach Gleichung e) ergibt sich dann:

 D-dF-c0s(D, N) = fpzms'.dﬁ' = 4me,
wo e die wahre Elektricitat in dem Schalenstiick F/F" bedeutet.

Wir haben das Resultat:

Entfernt mamn alle elektrischen und magnetischen
Korper aus der Umgebung von G und umhiillt dafir
die Oberfliche S mit den beiden durch die Glei-
chungen ¢) bis f) charakterisirten Schichten, SO
andert das an den elektromagnetischen Vorgingen
in G nichts. Ausserhalb G sind dann hingegen alle
Krafte Null, die elektromagnetischen Vorgange
spielen sich fediglich in G und in den umhillenden
Schichten ab.

37. Durch S ist aus dem elektromagnetischen Felde ein
Stiick ausgeschnitten, in welchem die Vorgange allein durch
die Bewegungen auf S in derselben Weise im Gange gehalten
werden konnen, wie durch die wirkliche Umgebung. Alle Zu-
fuhr und alle Abnahme von Energie muss dann durch die um-
hiillenden Schichten geschehen, weil ausserhalb S der Ather
vollig im ruhigen Gleichgewicht verharrt. Wir denken uns nun
die Bewegungen der Partikeln auf S durch eigene Mechanismen
hervorgebracht, die jeder auf einen Theil F von S wirken, ohne
irgendwie in Zusammenhang miteinander oder mit anderen
Korpern zu stehen. Diese Mechanismen konnen nur durch die
Flache F Energie aufnehmen oder abgeben, durch sie wird also
der ganze Energielibergang durch F realisirt, da ja auch die
Bewegung der elekirischen und magnetischen Partikeln auf F
nur durch den elektromagnetischen Zustand in dem an-
stossenden Theil von G geregelt wird, mit den Bewegungen
auf den anderen Theilen von S aber gar nicht in Zusammen-
hang steht. Es sind also Mechanismen M im Sinne der Nr. 9;
die Belegung auf S stellt ihre Verbindung mit dem Ather
in G dar.

Der dritte Theil dieser Betrachtung hat sich nun mit der
Berechnung der Energielibergange in diese Mechanismen M
zu befassen.
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Zuni#chst ist leicht zu sehen, dass die dussere, magnetische
Schicht an der Energietibertragung nicht betheiligt ist. Denn
die magnetische Kraft A hat keinen Einfluss auf die parallel
zu S vor sich gehenden Bewegungen der Magnetniddelchen, da
sie, wie in Nr. 36 gezeigt wurde, senkrecht auf .S steht, ebenso
wenig natlirlich die elektrische Kraft. Sollte die Bewegung der
Nadelchen also Energie erfordern oder Energie abgeben, so
kann dies nur auf Kosten der der magnetischen Schale selber
eigenen Energie geschehen, die wohl von der Anordnung der
Nadelchen abhdngen kann.

Hieraus folgt,'dass die ganze Energielibertragung aus G
in die Mechanismen M durch die elektrische Schicht allein
vermittelt wird. Wir kdnnen tins daher die magnetische Schicht
ganz wegdenken, es werden dann allerdings auch ausserhalb S
elektromagnetische Vorgange sich abspielen. Diese haben aber
auf die Energietibergidnge durch S keinen Einfluss.

Die Energie, welche durch die Bewegung der elektrischen
Partikeln in M gewonnen wird, berechnet sich fiir jedes Flachen-
element dF, wie folgt:

de.dF = (P, .L[e]+P,.a,. 5[e])dt )

oder nach Gleichung f):

de — L (P H,—P H,).
4

Diese Energie kann nicht aus einem etwa in der elek-
trischen Schicht vorhandenen Energievorrath stammen. Denn
sie wire bei denselben Anderungen innerhalb dieser Schicht
Null, wenn nur P, und P, oder A, und H, Null waren. Das
System M mit der zu ihm gehdrenden elektrischen Haut F

gewinnt also die Energie:
dE 1

= = —== P,.H—P .H,).dF =
dt 47[ AfF‘( 2 1 1 2)

1
T T B Ps.Hg.Sin(Ps,Hs).dF,...S)
47 F

wo Ps, Hg die Kraftcomponenten ||S.
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Damit ist, allerdings nur unter der Voraussetzung, dass
die Materie im elektromagnetischen Felde sich nicht bewegt,! E
der Satz bewiesen:

Die elektromagnetischeEnergie{ibertragung1ésst
sich localisiren. Der Vector, durch den sich alle reali-
sirbaren Energieilibergédnge berechnen lassen, ist der

Poynting'sche Energiestrom.

Maasseinheit.

38. Fiir die Stromstérke der elektromagnetischen Energie-
{ibertragung ist eine besondere Einheit eingefiihrt, fir die
Intensitat des Stromes nicht. Da man das Linienintegral der
elektrischen Kraft in Volt, das Linienintegral der magnetischen

. L 3 .
Kraft (unter Hinzufligung des Factors —) in Ampére misst, s0
4 . ¢

ist das Fldchenintegral des Poynting’schen Stromes, d. h. die
Stromstirke der Energie, zu messen in der Einheit 1 VoltX
1 Ampére = 1 Watt.

Die Instrumente zur Messung des elekiromagnetischen
Energiestromes nennt man Wattmeter.

Fin besonderes Gebiet bilden die Messungen des Energie-
stromes bei sehr rapidén elektrischen Schwingungen (Strah-
lungen). Hiezu beniitzt man Bolometer, Radiometer etc.

Gesammtstrom.

39. Wenn man von den noch unerforschten Energieiiber-
gangen durch die neu entdeckten Strahlungen und durch die
Gravitation absieht, so ist gezeigt worden, dass die vier im
ersten Abschnitt aufgestellten Energieprincipe alle der Erfahrung
entsprechen, dass sich alle Energieanderungen in der Natur
folglich durch wirkliche Energiestrome schildern lassen.

Diese Energiestrome setzen sich durch Superposition aus
folgenden Einzelstromen zusammen:

1. Convectionsstrom; bewegte Materie fiihrt ihre Energie
mit sich. ‘

1 Die Verallgemeinerung fir bewegte Korper behalte ich mir fiir eine
spatere Untersuchung vor.
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Grosse: Energiedichte X Geschwindigkeit: f; = e¢.w, Rich-
tung: Geschwindigkeit o.

2. Mechanischer Leitungsstrom; der Energieiibertrager
bewegt sich unter Druck.

Grosse: Druck auf dem zur Bewegungsrichtung senk-
rechten Flidchenelement X Geschwindigkeit: fi = P,.w», Rich-
tung: Druck P,.

3. Thermischer Leitun‘gsstrom; der Energielibertrager leitet
Wirme.

Grosse: Temperaturabfall X Warmeleitungscoéfficient, Rich-
tung: In isotropen Korpern Temperaturabfall, in anisotropen
spitzwinklig zum Temperaturabfall.

4. Elektromagnetischer Leitungsstrom; ‘der Energieliber-
triger ist der Ather.

Grosse: Elektrische Kraft X magnetische Kraft X Sinus des

1
eingeschlossenen Winkels: f; = P.H.sin (P, H), Richtung:

4w
Senkrecht sowohl zur elektrischen, als auch zur magnetischen

Kraft.

Nur wenn mindestens einer dieser Vectoren von Null ver-
schiedene Werthe hat, dndert sich die rdumliche Vertheilung
der Energie, und umgekehrt, wenn einer von ihnen von Null
verschieden ist, ldsst sich der ihm entsprechende Energieiiber-
gang immer vollstindig realisiren. Freilich konnen sie auch
zufdllig cyclisch verlaufen, mit Ausnahme des thermischen
Leitungsstromes, der einen nicht umkehrbaren Vorgang dar-
stellt.

Anhang L

Bewegung einer elektrisirten Kugel von endlicher Aus-
dehnung.

Um das in 28. behandelte Problem auch fiir eine Kugel
von endlicher Ausdehnung zu lésen, entwickle ich f, unter Bei-
behaltung der in 28. beniitzten Bezeichnungen, in eine doppelt
unendliche Reihe nach Kugelfunctionen.

-
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Ich setze namlich:

f= 2 iw (s). <————§'B”’;E‘”l) + ————s?”’;:%) > ; )

wo ¢f) die vte Ableitung einer Function @a(s) bedeutet, iiber die
spater verfiigt werden wird, B, eine Function bedeutet, die
folgender Differentialgleichung gentigt:

1, (1—p2) 4+ By, (1) (1 + 1) = % b
= 25‘(5'13;1,v——1-(1_("‘2)'—_(%—v+1)'M'S'B",V—‘l)_*_S'SB”:“_Q .
B . 2 '
wo: 0 :1 ] s

= und fiir By, ., wenn z<0, Null ein-
k2 V2_m2
zusetzen ist. [
Alsdann befriedigt f/ die Gleichung
02 02 1 9 92
S T

22 o2 P % VP oap
Die Werthe der Functionen Py, v lassen sich mit Hilfe der
von Heine! als ${” bezeichneten ganzen Functionen aus-
driicken, die ich der Kirze halber 8, nennen werde. Es ist
also: !
w41 dri(pr—1y
( —)— . ———(—L—)— fir # >0

"= ) G /

Bo = & e 0
Py =1 \
S,B__g:...: 5,3_” == O

B, genlgt der Differentialgleichung:
" (l—pd)t+n.(n+1). By = 0.
Ich setze daher:
%11,0 — S.Bn- worh d)

Ferner lisst sich mit Hilfe dieser Functionen B, auch fur
jede Differentialgleichung folgender Form eine Losung finden:

I Heine, Handbuch der Kugelfunctionen. 1, S.152.
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1y \
W
Y (l—pDH+m.y = >¢ o s
e
1,
Man hat nur zu setzen: . =2
s
y = Eﬁi-iﬁi, g =

A

oy
PG+ 1) —m

Weiter gelten die Recursionsformeln:

By X1 —pB)—(1—) B - p=—Cu+m—yv 1) Butmy1+

(m+m+1)(n+m—1) -
%+2m+1)(21¢+2m 1) ) NI

+(m+v).(2

p‘s ist nun leicht zu sehen dass das Differentialgleichungs-
system b) befriedigt wird durch Functionen folgender Form:

szn vy — 6511)\‘ q311+v+6( S1312{—\;—2‘*' +O$t)v S'B’lt—‘l+27 g)

wo die 3, , Constanten sind. Setzt man nadmlich fiir P, , 1,
B v—2,- - - ihre aus g) ersichtlichen Werthe in die Gleichung &)
ein und wendet man dann die Formeln f) an, so erhilt man
eine Gleichung von der Form ¢), die durch eine Function g
16sbar ist. Man sieht zugleich, dass sich fiir die 3, , Recursions-
formeln ergeben, aus denen sie sich vollstindig berechnen
lassen; sie setzen sich aus einigen Potenzen der Grosse g, ver-
bunden mit Zahlenfactoren, zusammen und verschwinden mit 9,
wenn v > 0.

Es sind nun in dem Ausdruck a) noch die Grossen @, (s)
zu bestimmen. Das geschieht durch die Bedingung, dass die
Kraftlinien auf der Oberfldche des kugelférmigen Korpers senk-
recht stehen sollen. Es sei die Gleichung dieser Oberflache:
v, = k.a, welche ein abgeplattetes Rotationsellipsoid mit der
z-Axe als Rotationsaxe darstellt. Ist 2 nahezu 1, so ist der
Korper nahezu eine Kugel.

Ersetzen wir nun in dem Ausdruck:

E.(s—z)—%]—t.p ;1{ 1+ f Ay e — 7 (I— 1)) +

: p Bf "y1Pq
- (l—p3). < )

7y




1176 G. Mie,

die Grossen 7, und p, Uberall durch 7y, b, S mit Hilfe der
Beziehungen:

7= AP AS Py, TaePe = 25—y s
so dass man erhdlt:

o P
—ai—c.(s——z)—— Tajg.p — q)’(frl, TR Lo k)

so ist die gestellte Forderung erfilllt, wenn ¢ fiir den Werth
7, = ka identisch verschwindet. Dies ist der Fall, wenn:

(qj}l’l= E{I = 0 PR ‘.I'I
=
[ ad
(.'r_]J_j?.:k&:O_._ (
vag) =0 ... 1)
EIT \.
(.r_g'),-z,m‘: 0 I \
VO /=0 /

In den Gleichungen i) kommt als einzige Variable die
Grosse s vor. Sie stellen also ein Differentialgleichungssystem
fir die g, (s) vor, durch welche, wie eine genauere Uberlegung
zeigt, diese GrOssen ¢ als Functionen von s und 3 vollig
bestimmt sind. Es soll hier auf die Details der Rechnung nicht
eingegangen werden. Fur den Fall 3 = O (elektrostatisches
Problem) ist die Berechnung von Maxwell durchgefiihrt, sie
findet sich in dem »Lehrbuch der Elektricitit und des Magne--
tismus«, Bd. I, Ubersetzung, S. 228 ff., wo man nur b =4,
B = ——A, ¢ = 2s zu setzen hat, um unseren Fall zu erhalten.

Anhang IL

Die Localisirbarkeit der bekannten Energieformen.

Ausser der kinetischen Energie kennt man nur die im
Folgenden aufgezihlten Energieformen.

1. Energie der elastischen Deformation.

Wenn ein Korper eine elastische Deformation oder eine
Volumanderung erfahrt, so entsteht eine localisirbare Form der
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Energie. Denn bekanntlich kann man jedes Korperelement als
selbstindigen Korper auffassen und aus seiner Deformation
das ihm zukommende Energietheilchen berechnen. Durch ein-
fache Summation erhilt man die ganze Energie.!

, 2. Oberflichenenergie.

Wenn sich die Oberfliche eines Korpers, sei er flissig
oder fest, vergrossert, so erlangt er in Folge der Oberflachen-
“spannung Energie, die in der Oberflichenhaut localisirt ist.2

3. Wiarme.

Wenn sich die Temperatur eines Korpers d#ndert, so
gewinnt jedes Koérpertheilchen seinen bestimmten Betrag an
Energie. ;
4. Structurenergie, chemische Energie.

Wenn sich ein Korper in einen anderen von ganz ver-
schiedenem physikalischen Verhalten umwandelt, entweder
durch Anderung des Aggregatzustandes oder durch Anderung
der Structur (Hérten, Ausgliiheh, Ziehen von Metallen u. a.
Korpern, Umkrystallisiren krystallinischer oder amorpher Sub-
stanzen) oder endlich durch chemische Umlagerung, so ist
ebenfalls der Betrag, um den sich die Energie des neuen
Kérpers in einem bestimmten Zustande (Druck, Temperatur)
von der des alten unterscheidet, in bestimmter Weise auf die
einzelnen Korperelemente vertheilt.

Dabei sind als Korperelemente immer die kleinsten Theil-
chen betrachtet, die man noch durch irgendwelche physi-
kalischen Mittel von einander unterscheiden kann. Dass wir
guten Grund haben, diese Elemente als sehr complicirte mate-
rielle Systeme anzusehen, die sich aus einer ungeheuren
Anzahl von Atomen mit dem diese verbindenden Weltdther
zusammensetzen, hat fir die folgenden Uberlegungen keinerlei
Bedeutung. Es ist uns vielmehr zunichst gleichgiltig, ob die
Energie auch innerhalb dieser Elemente noch bestimmt localisirt

1 Kirchhoff, Mechanik. Vorl. 11. Gl. 30 ff.,, 5. 122.
2 Kirchhoff, Mechanik. Vorl. 13, S. 135.
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ist, und wie sie sich, wenn dies der Fall ist, auf die Atome und
den Ather vertheilt.

Ferner ist zu beachten, dass wir von den unter 1. bis 4.
aufgeziahlten Energieformen nicht sagen konnen, dass eine jede
als das totale Differential einer bestimmten Function aufgefasst
werden kann. Vielmehr miissen sie als partielle Differentiale
einer einzigen, jedenfalls sehr complicirten Function sammt-
licher Zustandsgrossen bezeichnet werden. Diese Function, die
aber noch eine willkiirliche Constante additiv enthilt, nennen
wir die innere Energie.

Jedem Ko6rperelement ist also eine bestimmte innere Energie
zugeordnet, wenn wir fitr die willkiirliche Constante einen
bestimmten Werth gewahlt haben. Wir werden bei dieser Wahl
natiirlich so verfahren, dass Korper, 'die physikalisch gleich
sind, bei gleichen Zustdnden auch immer dieselbe Energie
besitzen. Wir diirfen uns aber auch wohl vorstellen, dass es
fir jeden Kdrper einen bestimmten Zustand gibt, wo jede
mogliche Zustandsdnderung nur einen positiven Zuwachs der
inneren Energie mit sich bringen kann, und wir diirfen wohl
annehmen, dass es nur noch an den nothigen Erfahrungen
fehlt, um diesen Zustand, den man als den absoluten Nullpunkt
der inneren Energie zu bezeichnen hitte, zu berechnen. Dem sel,
wie ihm wolle; fiir das Folgende geniigt es, die innere Energie
von einem willkiirlichen Nullpunkt ab zu rechnen, so dass sie
sowohl positive, als auch negative Werthe annehmen kann.

Eine wesentliche Eigenschaft der inneren Energie ist, dass
sie bei blossen Ortsverinderungen des Koérpertheilchens, dem
sie zugeordnet ist, ihm unveréndert zugeordnet bleibt. Es wird
sich daher die rdumliche Vertheilung der inneren Energie im
Allgemeinen #ndern, wenn die rdumliche Vertheilung der
Korperelemente geandert wird, auch ohne dass sonst irgend
ein physikalischer Vorgang stattfindet.

Die innere Energie kann noch einige weitere Formen
annehmen:

5. Losungsenergie, chemische Verbindungsenergie.

Wenn mehrere getrennte Korper sich durch Mischung,
Lésung, Absorption oder durch chemische Vereinigung in einen
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einzigen neuen verwandeln, dessen einzelne Korperelemente
also aus ganz bestimmten Elementen der urspriinglichen Kérper
hervorgegangen sind, so wird sich der Betrag, um den sich
die innere Energie des neuen Koérpers in einem bestimmten
Zustande von der Summe der inneren Energieen der urspriing-
lichen Korper unterscheidet, in bestimmter Weise auf die
einzelnen Korperelemente vertheilen, da man jedes Korper-
element immer als selbstdndigen Korper betrachten kann.

Auch wenn bei einer chemischen Umwandlung etc. mehrere
neue Korper entstehen, lisstsich ein ganz analoger Satz leicht
aussprechen, wenn man dabei nur beachtet, dass der Nullpunkt
der Energie fiir jeden Korper als gegeben betrachtet werden
muss, wenn er nur fiir jeden chemisch einfachen Stoff (chemi-
sches Element) fixirt ist.

6. Elektrische und magnetische Energie.

Wenn an irgend einer Stelle im Raum elekirische oder
magnetische Kréfte auftreten, so entsteht dort nach der Max-
well'schen Theorie eine localisirbare Energieform, deren Grosse
sich mathematisch fir jedes Raumelement berechnen ldsst.!
Befindet sich in dem Raumelement gewOhnliche Materie, so
miissen wir jedenfalls einen Theil dieser Energieform als innere
Energieform bezeichnen, da sie bei Ortsdnderungen der Materie
zum Theil mitgefiihrt wird. Ein Theil aber ist, so viel wir heute
wissen, unabhingig von der Materie und folgt den Bewegungen
wenigstens nicht unmittelbar, wie auf Seite 1147 (Punkt 25) naher
auseinandergesetzt ist. Diesen Theil miissen wir als Energie
des Weltdthers an der betreffenden Stelle des Raumes auf-
fassen. Wo elektrische und magnetische Krifte im leeren Raum
auftreten, miissen wir ihre Energie als reine Energie des Welt-
athers bezeichnen. Fir unseren Zweck kdnnen wir die Frage
nach dem Substrat der Energie ausser Acht lassen, es geniigt,
die Thatsache der Localisirbarkeit festgestellt zu haben.

7. Strahlungsenergie.

Strahlung, sichtbare oder unsichtbare, ist eo ipso locali-
sirbare Energie, und zwar sind die bekannteren Strahlungs-

1 Maxwell, Elektricitit und Magnetismus. Bd. 2, Abschnitt 630 ff.
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arten nur besondere Formen der elektromagnetischen Energie.
Von der Kathodenstrahlung, der Réntgenstréhlung und den mit
diesen verwandten lisst sich das letztere wohl noch nicht mit
Sicherheit behaupten.

Ausser den aufgezihlten Energieformen, denen nur noch
die Gravitationsenergie hinzuzufiigen ist, dirften wohl keine
weiteren bekannt sein.! Freilich ist zu erwarten, dass ein ein-
gehenderes Studium der Molecularphysik noch zu einer oder
der anderen heutzutage sehr unvollstdndig oder gar nicht
bekannten Form der inneren Eneréie fithren wird. Indessen ist
es sehr unwahrscheinlich, dass man jemals nicht localisirbare
Formen entdecken wird.

8. Gravitationsenergie.

Eine einzige Energieform bleibt, welche moglicherweise
als potentielle Energie im gewdhnlichen Sinne der Mechanik
zu bezeichnen wire: die Energie der Gravitation. Die Grosse
dieser Energieform hdngt nach der iiblichen Darstellungsweise
nicht wie die der kinetischen Energie und der sammtlichen
unter 1. bis 7. aufgezdhlten Formen von dem physikalischen
Zustande? der Materie und des Athers ab, sondern nur von der
gegenseitigen Lage mehrerer discreter Korper im Raume. Man
nennt sie daher auch Energie der Lage. Es ist aus der in 3.
gegebenen Definition der Localisitbarkeit unmittelbar einzu-
sehen, dass eine Energie der Lage sich nicht localisiren léasst.

In neuerer Zeit dringt jedoch mehr und mehr die Ansicht
durch, dass es keine Energieform geben konne, deren Grosse
sich dndert, ohne dass eine wirkliche physikalische Anderung
in der Materie (im weiteren Sinne) eintritt, dass also die
Abh#ngigkeit von rein geometrischen Grossen nur eine schein-
bare sein konne. Nach dieser Anschauungsweise muss die
Gravitation an jeder Stelle des Raumes die Ausserung cines
pesonderen physikalischen Zustandes im Weltather sein, ahn-
lich wie die elektrischen und magnetischen Kréfte es nach der

1 Selbstverstindlich beschrinken wir uns ganz auf die anorganische
Natur.

2 Auch die Bewegung eines Korpers ist als physikalischer Zustand anzu-
sehen.
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Maxwell’schen Theorie sind. Welcher Art dieser Zustand sein
mag, dariiber gibt es eine grosse Reihe von Hypothesen.! Keine
indessen beantwortet die Frage befriedigend.

Der Erste, welcher darauf hinwies, dass man auch ohne
specielle Hypothese die Gravitation als physikalischen Zustand
behandeln konne, und der den Ausdruck fir die Gravitations-
energie in die Form einer localisitbaren Energie brachte, war
Heaviside.? Spiter wurde der Gedanke in derselben Weise
auch von Foppl? ausgefiihrt.

1 Drude, Uber Fernewirkungen. Referat fiir die 60. Vers. deutscher Naturf.
und Arzte, Sect. Physik. Braunschweig, 1897.

2 O. Heaviside, Electrician, 31, 1893, 14. Juli, Elektromagnet. Theory,
p. 455.

3 Foppl, Miinchener Akademieber., math.-naturw. Cl. 1897, S. 93.



