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Entwurf eiqer allgemeinen Theorie der
Energieübertragung

von

Dr. Gustav Mie,

Pt'iualdocent an, der techniscltert Hochschwle zu Karlst uhe

(tuIlt 7 Te\tfiguren )

In  neuerer  Zei t  beginnt ,  hauptsächl ich durch den Einf luss

der Maxwel l 'schen Theor ie,  d ie Ansicht  herrschend zu werden,

dass sich alle Naturerscheit.tungen durch Nahewirkttngen er-

k lären lassen.  Ei r - re Folgerung aus d ieser  Ansicht  is t .  dass d ie

Energie in  e indeut ig best immbarer  Weise im Ral tme ver thei l t

sein muss. Man ist nun öfters, besonders seit den Untersuchttnger'-

von  Poy r - r t i ng  t t nd  Heav i s i de  übe r  d ie  Ene rg iewander t t ng  i r r

elel<tromagnetischer-r Feld, weiter gegangen und hat der Er-rergie

auch Bewegultgelt zuschreiben wolletl, die die Anderr-tugen irl

ihrer  räuml ichen Verthei luug ver l t rsachten.  Hiergegen is t  v ie l -

fach (verg l ,  z .  B.  Föppl ,  E inf l ihrung in d ie Maxwel l 'sche Theo-

r ie ,  1894,  S.296) mi t  Recht  bemerkt  worden,  dass man von

e. iner  Bervegt tng der  E4ergiethei lchen n icht  in  demselben Sinne

sprechen kann, wie von eitler Bewegung materieller Theilcher-r'

Ich habe nttn in der folgenden Untersttchurlg, nachdem eine

h-r divid r_ralisir.uri g der Energieth ei lch en, gleich der der materi ellen

Tlre i lchen,  best immt zurückgewiesen is t ,  t ro tzdem die Theor ie

der  sogenanntetr  Energieströme als  e ine nothwendige Cot . t -

seqLlenz aus der  Vorste l lur rg der  Nahewir l<ung hergele i tet '  Ich

habe d ie Forderung,  c lass es nur  Nahewirkungen gäbe,  mathe-

matiscl.r ar-tsgedrüclct in Form allgemeiner Principien, deren sich,

das Pr inc ip der  Erhal tung der  Energie mi tgerechnet ,  v ier  r lo th-

wendig ergeben haben.  Während d ie beiden et 's ten vou der
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Er-iergie selber handeln Llnd zu denr Problem del Belechr-rung
der Energie aus den Eigenschaften der Materie fül-n'en, harrdeln
die beiden anderen von der  Energieübert ragung und br ingen
das Problem mit  s ich,  d ie Energie l iber t ragung zu berechnen.
Es zeigt  s ich nun,  dass d ies mi t  lJ i l fe  e iner  durch d ie Eigen-
s c h a f t e n  d e r  M a t e r i e  ü b e r a l l  e i n d e u t i g  b e s t i m m t e n  V e c t o r -
grösse zu geschehen i - rat ,  d ie ich der  herkömml icher-rAusdrucl<s-
weise fo lgend,  a ls  ,wi rk l ichen Enelg iest romu bezeichne.

Dieser  Vector  lässt  s ich,  r ,v ie in  dem z ivei ten Thei l  der '
Untersuchung gezeigt  rv i rd,  abgesehen r ron den noch n icht
exper imente l l  er forschten Energie l ibergängen durch Gravi ta-
t ionswirkr- rngen und durch d ie r - reuentdecl<ten Strahlungen,
wir l< l ich immer in  e iner  e i r - r fachen Weise berechnen.  Besonders
wicht ig  is t  es mir  h iebei  [ Iewesen,  d ie Energieübert ragung im
elektromagr. ret ischer-r  F e lde zu behandeln,  und es hat  s ich
e r g e b e r r ,  d a s s  d e r  v o n  P o y r r t i n g  u n d  H e a v i s i d e  h e l g e l e i t e t e
Energiestrom thatsächl ich a ls  der  wirk l iche Energiestrom be-
zeichnet  werden ml lss. l

Darni t  is t  d ie Poynt i r - rg 'sche Theor ie a is  nothwendige Con-
sequenz der  l \ ' {axwel l 'schen e lwiesen.  Insbesondere is t  es mir '
ge lungen,  den von Het tz  erhobenen Einwand der  cyc l ischer-r
Energieströme in s tat ischen Feldern zu ent l<räf ten.

Ausserdem habe icl-r die bisher tiber der-r Geger.rstand ver-
öf fent l ichte L i teratur-  e ingeher-rd besprochen,  vor  Al lem die
eng l i sche ,  d ie  b i she r  i n  Deu tsc l r l and  z t r rn  g rossen  The i l  u r rbe -
achtet  gebl ieben is t .  Die sogenannte Energet i l<  habe ich dabei
r - i icht  berücksic l - r t ig t ,  da d iese Richtung keinen Einf luss auf
meine Untersuchunger-r  gehabt  hat .  I

So v ie l  wie mögl ich habe ich d ie a i lgemeine Theor ie an
einfachen Beispie len er läuter t ,  z .  B.  habe ich d ie Vorgänge in
dem Felde e iner  e lekt r ischen Kugel ,  d ie von e iner  zur  Erde
abgele i teten Wand mi t  cor- rs tat r ter  Geschwindig l<ei t  ent fernt
wi id ,  benutzt ,  Lrm das Wesetr  der  e lekt romagnet ischen Energie-
tibertlagung zu erklären. Eine grössere Anzahl von Beispielen
denl<e ich in  e inel  nächster- rs  fo lgenden Abhandlung zu br ingen.

I  Dieser Nachweis is t  mi l  a l lerdings nur unter  der jedenfal ls  un$'esent-
l ichen Voraussetzung gelungen, dass die Jviater . ie im ele l<tromagnet ischen Feld
sich nicht  bewe gt .
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. Definition des wirkliohen Energiestromes'

. Erstes Princip: Erhaltung der Energie'

1. Ein Systern yon Körpern, welches im Laufe det Zeit

nur solche physikalischen Veränderullgen erfährt' die irl gat'

keinem Zusammenhange mit Vorgängen irr anderen materiellen

add i t i venCons tan te , immere i r - r t l eu t i g l bes t i t r r ne t l . Jede r , \ nde .

runge i r i e r spec ie l l enAr t vo t rZus ta r rdsg r ,össe t ren tsp r i ch te i r - re
parietie Anj.rtng d'Eo, d,ie man im Allgemeinen als Anderttlrg

einer  Form der  Energie bezeichnet '

Princip von der Erhaltung der Energie'

D i e  a i g e b r a i s c h e ' S u m m e  d e r  p a r t i e l l e n  A r - r d e -

r u n g e n  d e r  E n e r g i e  ( E n e r g i e f o r m e n )  i s t  b e i  n a t ü r -

l i c h e n  V o r g ä n g e n  i n  e i n e m  f r e i e n  S 5 r s t e m  g l e i c h  N u l l '

E nergieübertragung.

I .  Abschnitt.

dE : dEr+ dEr +-. . . *d'8., - O'

Localisation von Energieformen'

2.  Fassen wir  z '  8 . ,  wie es d ie Mechani l t  conseLvat iver

1 Wodulch c l ie Eincteut igkei t  c ler  Best immung elz ie l t  rv i rd '  sol l  h ier  n icht

,er 'ör te l t  n 'erden.
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totale Differential ei 'er Function der coordi'aten aller mate-
r ie l len Punkte des Systems,  d ie d ie Geschwindigkei ten n icht
enthäl t :

'  F = g @t,  ! r ,  ?1,  rz .  .  .zn) .

Bei Untersuchung continuirl icher Körper, deren punktzahl
unendlich gross ist, mtissen r,vir uns die Berechnung von J7 so
denken,  dass d ie Coordinaten e ines bel iebigen Systempunktes
(r ,y , r )  a ls  Funct ionen der  Anfangswerthe und e iner  Anzahl
Parameter pr, ?2, . . .pn (Lagrange'sch e Coordinaten) aufzufassen
sind und dass man in g d iese Funct ionen e insetzt :

t, _ * (ri,f i , ?rs, pr, ?2,. . .?n)

)!, - J,(nl, !f,, z'11, pt, pz,. . . pp)

?y := z (ryi, yl, z'1, p1, ?2,. . . pn)

F :  * ( p u ? 2 , . . . p r ) ,
f r  l , t ,

, I F -  )  # . a p , .
" t ' ,

Ebe.so isL dr  das tota le Di f ferent ia l  e i 'er  Funct ior  der
Geschwindigkei ten a7,  u2, . .  .un und,  der  Massen der  System_
p t t n k t e  % 1 , 4 n 2 , .  .  . t l t r i

a : I Itt,, u!, a

, 17  -
,  w !  - l *uu, .dr" .

'Wenn 
wir es mit contir-ruirl ichen XO.per,., zu thun haben,

so ergibt sich, indem wir mit V, u, dr Dichte, Geschwindigkeit
und Volumen eines Körperelementes bezeichnen:

/ ' r t  ' 2 2  fr :  l 5 - . 0 r ,  d T _  l p " . t , . d u . a r .J ' . )
Wenn nnr  mechanische Vorgänge stat t f inden,  is t  a lso

E - F+ ? die Invariante.
3.  Die k inet ische Energie des Systems is t  nach ihrer  De-

flr-rit ion eine Summe vol'r unendrich vielen Theilchen, deren
. ;edes e iuem ganz best immten Körperelement  zugeordnet  is t .
S ie hat  d iese Eigenschaf t  mi t  der  Masse des Systems gemein,
d ie ebenfa l ls  a ls  Summe der Massen der  Körperelemente zu
berechnen is t .  Wir  sagen daher,  dass d ie k inet ische Eners ie
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eine räumiiche vertheilung besitzt und können sie uns als eine

Art immateriellös Fluidum vorstellen, das den einzelnen Körper-

/ u,uz \
thei lchen in veränder l icherDichte 

\? 
anhaf tet .  Diese Eigerr -

schaft der Energie wil l ich als ih|e Localisirbarkeit bezeichnen.

Definition der Localisirbarkeit.

E i n e  E n e r g i e f o r m  d E *  h e i s s t  l o c a l i s i r b a l ' '  w e n l l

i h r e  G r ö s s e  s i c h  a l s  d i e  S L l m m e  u n e n d l i c h  v i e l e r

T h e i l c h e n  e r g i b t ,  d e r e n  j e d e s  e i n e m  b e s t i m m t e n

K ö r p e r e l e m e n t e  d r  e i n d e u t i g  z u g e o r d n e t  i s t .

-
ctE- - I de,.cl"." J

Die poter-rtielle Energie lst nacl-r der gewöhnlichen Dat-

ste l lungsweise der  Mechanik n icht  local is i rbar .

Zweites Princip : Localisirbarkeit der Energie.

4. Wir stellen als eine'Forderung der heutigen theoretischen

Physik, welche dieFernkräfte leugnet,l das folgende Princip auf :

Princip der Localisirbarkeit der Energie.

D i e  E n e r g i e  e i n e s  j e d e n  f r e i e n  S y s t e m s  l ä s s t

s i c h  b e r e c h n e n  a l s  S u m m e  u n e n d l i c h  v i e l e r  E n e r g i e -

t h e i l c h e r - r ,  d e r e n  j e d e s  e i u e m  b e s t i m m t e n  K ö r p e r -

e l e m e n t  e i n d e u t i g  z u g e o r d n e t  i s t .

r
E -  l e . d . r .  . ' . 2

J

D i e  G r ö s s e  z ,  w e l c h e  i c h  d i e  D i c h  t i g k e i t  d e r

E n e r g i e  i n  d e m  E l e m e n t e  d . r  n e n n e n  w i 1 1 ,  h ä n g t  d a -

b e i  a l l e i l  v o n  d e n  G r ö s s e u  a b ,  d i e  d e n  Z u s t a n d  i n  d . c

c h a r a k t e r i s i r e n .

1 Drude, Über Fernewirkungen. Referat  f .  d.  60.  Vers '  deutschet 'Natur f .

und Arzte.  Sect ion f .  Physik.  Braunschweig,  1897.
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Nach d ieserrr  Satz is t  es auch mögl ich,  von der  Energie
eines bel iebigen,  unf ie ien Systems zu sprechen,  wenn man
e.dr als die Energie des Körperelementes dr bezeichnet.

Wenn man, u,ie es in der rrtathen-ratischen Physik gewöhn-
l ich geschieht ,  unter  Körperelementen d ie l< le insten Thei lchen
del Materie versteht, die mar-r durch irgendwelche physikalische
Mit te l  noch voneinander unterscheiden kal tn,  wenn man ausser-
dem f r - i r  d ie e le l<t r ischen und magnet ischen Erscheinungen d ie
Maxwel l 'sche Tl - reor ie annimmt,  so is t  das Pr inc ip wei ter  n ichts
als  der  Ausdruck e iner  a l lgemeinen Erfahrung.  Dabei  mt issen
wir  dann a l lerd ings von der  noch n icht  exper imente l l  er forschten
Glavi tat ionsl<r-af t  absehen,  welche gewöhnl ich noch a ls  Fern-
kraf t  behandel t  wi rd. l

Nach d iesem Pr inoip dar f  man s ich d ie Energie unter  dem
Bi lde e ines immater ie l len Flu idums denken,  das mi t  der  Dicht ig-
kei t  e  im Raume ver thei l t  is t .  Die Anderungen in derräuml ichen
Verthei lung werden wir  dann nat t i r l ich schi lderr - r  a ls  Folgen
von Strönrtrngen (u,, u, nt), u,elche, je nachdem sie von einem
Punkte auseinandergehen oder in  ihm zusammenstreben,  e ine
Vergrösserr- rng oLler  Verk le inerung der  Dicht igkei t  e  bewir l<en:

De

O L

D u ,
_ _ L
Dy

Eaa

Dz

Du.
OT

Heutiger Stand der Theorie.

5.  Die geschi lder te Vorste l lungsweise is t  vor- t  jeher  a l l -
gemein gebraucht für die Energieform der Wärrne und für die
von e iner  L ichtquel le  ausgehende St iahlung.  Besonders hat  s ich
bel<annt l ich d ie ' f  heor ie der  wärrneströme als  ausserordent l ich
nritzl ich erwiesen.

Versuche,  s ie zu vera l lgemeinem, s ind er .s t  gemacht ,  se i t -
dem Poyn t i ng2  l r nd  Heav i s i c l e , s  r - rnabhäng ig  von  e inande r ,
e ine Theor ie der  Energieströmung im elektrornagnet ischen Felcre

r  Siehe Anl-rang I I .
2 Pl i i l .  Trans.  London, 175,  p.  343,  IO. Ja.n
3 Electr ic ian,  11,  p.  f  i8  und 306,  10 Jan.

.  1884.
und 21 .  Febr .  1885.
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L l l g

at t fs te l l ten,  indem s ie e ine Vectorgrösse ( r t ,  u ,  zr )  t le l in i r teu,  d ie
immel  der  Bedingung

Du. Du Dru
2r Ey Dz

€lellLtgr.
In der Verfolgung dieser Idee ginger-, ,ru,.,.1r" F-orscher,

von denen vor  Al len Lodgel  z l l  nennen is t j  so wei t ,  c len
Er-re.gietheilchen eine ähnliche individuelle Existe'z zr-rzu-
schreiben, rvie den materiellen partikeln, so dass es möglich
sein sol l te ,  vo '  jedem einzelne '  Er- rerg iethei lchen seine Bewe-
gungen, seine Gestaltänderungeq, seine galze Geschichte zu
erfolschen.

Gegen d ie Theor ie der .  Energieströmung rvurden fo lgende
Einr ,vände erhoben:

1.  Dass der  Bedingung

,  E e '  D t r .  D u
_ _ ; ;  _  - _ . f _ T

öt Dx Dy

eine unendliche Nlannigfalt igkeit von Functionen (rL, u, ru) ge_
n ü g t  ( J .  J .  T h o m s o n 2 ) ;

2.  dass nach der  Pbynt ing 'schen Theor ie in  e inem sta-
t i schen  Fe lde ,  das  du rch  e inen  pe rmanen ten  Magne ten  n r rd
einen daneben l iegenden e le l<t r is i r ten Körper  erzeugt  wi rd,  d ie
Energie in  beständiger  Bewegung sein müsste,  a l lerd ings in
geschlossenen Bahnen (Hertz l ) ;

3 .  dass es sehr  f ragl ich sei ,  ob d ie Verfo lgung der .  Energie
rron Punkt  zu Punkt  e inen deut l ichen physikal ischen Sinn habe
(Hertzs).

Eine weitere Verallgemeinerur-rg erfuhr die Theorie zuerst
du rch  d ie  A rbe i t en  von  Pea rsona  und 'W.  W ien ,5  we l che  s ie
auf  d ie mechanischen Vorgänge in vol l l<ommen elast ischen
Kör 'pern und in F lüss igkei te l  ausdehnten.

1 Phil. Mag. (5), 19, p. 482, 1885.
e Br i t .  Assoc.  Reports,  1885, p.  150.
3 Ausbrei tung del  e lektr .  Kraf t ,  S.  234 unct  S.  2g.1.
{  Messenge r  o f  Ma th .  19 ,  p .31 ,  1889 .
5 Wied.  Ann.45,  S.  685,  1892.

Si tzb.  d.  mathem.-naturu ' ,  Cl . ;  CVII .  Bd. ,  Abfh.  I I .  a.

De
o t

Dou

Dz
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Die gründlichster-r und Llmfasseltdsten Untersuchungen

über  den  Gegens tand  ve rdanken  w i r  Heav i s i de , l  de r  vo r

Allem die Theorie der Energiewanderung auch für mechanische

Vorgänge in voller Allgemeinheit aufstellte und zugleich zeigte,

dass für alle rnechanischen Analogieu, die man bis heute für'

das e lekt romagr-ret ische Feld gel ie fer t  hat .  der  mechanische

Energiestrom mit  dem elektromagnet ischen ident isch wird.

.  Heav i s i de  ha t  zue rs t  da rau f  h ingew iesen ,  dass  d ie

Theor ie des mechanischen Energiestromes:

1.  an derselben Unbest immthei t  le idet ,  wie d ie des e lekt ro-
m a o n c t i q n h p n '

2. ebenfalls zu cyclischen Energiebewegungen bei statio-

nären Zusländen fuhrt.

Er  schl iesst  daraus,  dass es in  der  That  unmögl ich is t ,  den

Energiestrom best immt"  zu def in i ren,  dass a lso d ie Energie-

thei lchen keine indiv iduel le  Exis tenz besi tzen,  dass der  Energie-

st rom kein physikal isches Phänomen is t ,  sonderu nut '  e in

mathematisches Hilfsmittel, urn die Vertheilur-rg der Energie

bequem zu ver tb lgen.
Von neueren Arbei ten s ind noch zu erwähnen der  Verst tc l i

von Macauley,? e inen anderen Energiestrom für  das e lekt ro-

magnet isc l - re Feld herzule i ten,  a ls  Poynt ing,  ferner  der  vor- t

B i r ke land  3  ge füh r te  Nach rve i s ,  dass  de r  Poyn t i ng ' sche

Energief luss unter  a l len mögl ichen der  e inz ige is t ,  der  e ine

re ine Functon der  e lekt r ischen und magnet ischen Feldstärke

ist, endlich die interessar-rte Schilderung rron Er:ergieströmer-r

vorr  Föppl ,a der  ebenfa l ls  gewicht ige Gründe gegen d ie Indiv i -

dualisirung der Energietheilbhen anführt.
6.  Wol len wir  der  übl ichen Ausdrucksweise fo lgen,  so

müssen rv i l  jedenfa l ls  den mi t  dem Worte ,Energieu bezeic l l -
neten Begriff durcir folgende Bestimmung fixiren:

1 Electr ic ian,

,nagnet.  Theoly,  p.

1  892 .
? Phi l .  Tt 'ans,
3 \Ä/ ied.  Ann
+  E in füh rung

27, 3. Jul i  1891; 29,29. Jul i  1892; abgedrr-rcht in Electlo-
76 und p. 247 ff  ;  ferner: Phi l .  Trans. London, 183, p. 426,

London, 183, p. 685, 1892.
52 .  S .  357,  1894.
in die l \ , Iarg'el l 'sche Theorie, S 293.
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Festsetzung.

E s  i s t  L l n m ö g l i c h ,  d i e  E n e r g i e t h e i l c h e r - r  g l e i c h
d e n  m a t e r i e l l e n  P a r t i l < e l n  z u  i n d i v i d u a l i s i r e n .  E s  l - r a t
l < e i n e n  v e r u t i n f t i g e n  S i n u ,  v o n  e i n e r  B e w e g u n g  d e r
E - n o ' ' c i o f h a i l n h - -- . , - , b  u n d  v o n  e i n e r .  G e s c h w i n d i s k e i t
d i e s e r  B e w e g u  n g  z u  s p r e c l l e n ,  \ , v e n n  m a n  u i c h t  O f  s . n
W o r t e n  g a n z  n e u e  B e g r i f f e  u n t e r l e g t .

Anmerkung  D ie  I nd i v i dua l i s i r ung  de r  ma te r i e l l en  pa r . t i l i e l n  be ruh t
darauf ,  dass s ie best immte Eigenschaften besi tzen,  an denen s ie von ihr .er
umgebung zu unterscheiden s ind,  zum mindesten die undurchdr ingl ichkei t ,
d.  h.  d ie Eigenschaft ,  e i 'er  Anderung ihres volumens einen best immten
wide'stand entgegenzusetzen.  Niemand aber hat  b isher von blauen oder
giünen, kal ten oder wafmen, 'gepressten oder ausgedehnten,  oder ihr  natür-
l iches Volumen besi tzenden Energiethei lchen gesprochen, ocler  den Energie-
thei lchen t rberhaupt i rn Ernst  best immte Eigenschaften ausser ihrer  euant i tät
beigelegt .  In Folge dessen hat  auch noch niemals Jemand wirk l ich ein Energie-
t l - re i lc l . ren indiv idual is i ren undtseine Geschichte verfo lgen können, wie Lodge
es  wünsch t .

Fp'ner erkennt man die Geschwindigkei t  bervegter  Mater ie an den Träg-
hei tswirku 'gen,  u ' ie Stoss,  centr i fugalkraf t  etc.  Mi t  Hi l fe d ieser wirkungen
kann man z.  B.  ganz unabhängig von cer Stromstärke einer Flüssiekei ts-
strömung auch ihre Geschwindigkei t  messen. Niemand aber hat  l "mul  

. , ron

einer Träghei t  bewegter Energie gesprochen. Es bat  daher z.  B.  nocrr  n ie-
mals Jemand versucht ,  d ie Geschr.v indigkei t  zr t  messen, mi t  der s ich for t -
geleitete wärme etiva bewegt, obrvohl man die Stromintensität des wärrne-
stromes genau best immen kann.

Drittes Princip : Energieübertragung.

7.  E,s sei  e in f re ies System I  vorgeiegt .  ,4  urrc l  B seien
z\ /ei dlrrch geschlossene Flächen abgegtenzte Theilsysteme
die keine '  Thei l  gemeinsam haben,  uncl  d ie dur .ch e in dr i t tes
1 'hei lsystem c ' , t \  ergänzt  we'den,  welches dadurch charar( te-
r i s i r t  i s t ,  dass  se ine  Ene rg ie  wäh reud  de r  s i ch  i n  x  absp ie lenc le r r
Vorgänge immer ungeändert  b le ibt .

Ich nehme nun an,  es gehe in dem Thei l  .4  e ine Verände_
rung vor  s ich,  d ie e ine Verminderung seiner  Energie dEa mi t
s ic i r  br ingt .  Dan'  fo igt  ohne Wei teres,  dass i '  demselben
l \ , Ioment  in  B e ine Zustandsänderung e int reten ml lss,  c let  e ine
ebensogrosse Vermel- r rung der  Energie entspr icht :  dEn- -c tEe.

7 -l*
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Das heisst, es muss zwischen den Zustär-rden del.Pur.rkte von A
und denen der  Punkte von B nothwendig e in mathemat ischer
Zusammenhang bestehen.  Diesen charakter is i ren wir  durch den
Ausdruck, es geht die Energie d.Ea zwischen ,4 ur-rd B über.

D efi nition a"" nrr".gi"ütergaqges,

S t e h e n  d i e  Z u s t ä n d e  z w e i e r  m a t e r i e l l e r  S y s t e m e
, 4  u n d  B  f ü r  a l l e  n a t ü r l i c h e n  V o r g ä n g e  i n  e i n e m  d e r -
a r t i g e n  m a t h e m a t i s c h e n  Z u s a m m e n h a n g ,  d a s s  e i n e r
E n e r g i e v e r r n i n d e r u n g  d E  i m  e i n e n  s t e t s  e i n e  g l e i c h e
u n d  g l e i c h  z e i t i g e  E n e r g i e v e r m e h r u n g  i m  a n d e r e n
e n t s p r i c h t ,  s o  s a g e n  w i r ,  d a s s  z w i s c h e n , 4  u n d  B  d i e
E n e r g i e  d E  t l b e r g e h t .

Beze i chne t  d . t  d i e  Ze i t ,  wäh rend  rn re l che r  d .E  t i be r -
. , d E r . .

g e h t ,  s o  i s t  j ;  d i e  S t ä r k e  d e s  E n e r g i e ü b e r g a n g e s .

Wir  können nun d ie beiden ersten Energiepr inc ipe gemein-
sam in folgender Form aussprechen:

I n  e i n e m  S y s t e m  A ,  w e l c h e s  d e r  e i n e  T h e i l  e i n e s
f r e i e n  S y s t e n r s  X  i s t ,  k a n n  s i c h  d i e  E n e r g i e  n u r  d a -
d u r c h  ä n d e r n ,  d a s s  z w i s c h e n , 4 .  u n d  d e n  ü b r i g e n
T h e i l e n  v o n  X  E n e r g i e ü b e r g ä n g e  s t a t t f i n d e n .

Sind .Ä tr.nd B räumlich getrennt, so sind bei äen Energie-
übergängen zwischen ihnen zwei  Hauptmögl ichkei ten zu unter-
scheiden.

Erstens kanrr

stehen.

zwischen 1 und B e ine Fernwirkung be-

Definition der Fernlyirkung,

W e n n  z w i s c h e n  z w e i  r ä : u m l i c h  g e t r e n n t e l l  m a t e -
r i e l l e r - r  S y s t e m e n . 4  u n d  B  t r n e r g i e ü b e r g ä n g e  s t a t t -
f i n d e n ,  o h n e  d a s s  s i e  m i t  b e s t i m m t e n  Z u s t ä n d e n
e i n e s , 4  u n d  B  v e r b i r - r d e n d e n  K ö r p e r s  C  n o t h w e n d i g
v e r k n ü p f t  s i n d ,  s o  s a g t  m a n ,  z w i s c h e n , 4  u n d  B  b e -
s t e h e  e i n e  F  e r n w i r k u n g .

Zweitens l<ann der Energieübergang durch einen Körper C
vermi t te l t  se in.
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Defi nition der Energieübertragung.

W e n n  z w i s c h e n  z w e i  r ä L l m l i c h  g e t r e n n t e n  m a t e -
r i e l l e n  S y s t e m e n , 4  u n d  B  n u r  s o l c h e  E n e r g i e r - ' r b e r -
g ä n j e  s i a t t f i  n d e n ,  d i e  i n  e i n e m  n o t h w e i l d i g e n  Z u -

s a m m e n h a n g  m i t  d e n Z u s t a n d s g r ö s s e n  i n  d e n  P n n k t e n
e i n e s  b e i d e  v e r b i r - r d e n d e l ' l  K ö r p e r s  C  s t e h e n ,  s o  d a s  s

dE
n r a n  d e h  E n e r g i e ü b e r g a n g  

i  
o n n e w e i t e r e s  b e r e c h -

n e n  k a n n ,  w e n n  m a n  n u r  d e n  Z u s t a n d  i n  a l . l e n  P u n k t e n
v o n  C  k e n n t ,  s o  s a g t  m a n ,  d a s s  d i e  E n e r g i e  d E  z w i -
s c h e n  A  u n d  B  d u r c h  C  ü b e r t r a g e n  w i r d .

Wir können uns z. B. unter '4, einen Motor, unter B eine

Arbei tsmaschine,  unter  C d ie Transmiss ion (Wel le und Riemer-r )
zwischen ,4 und B vorsteilen. So lange A, B und C verbunden
sind und so lange (A, B, C) ein freies System bilden, das durcl-r
äussere Kräfte also nicht beeinflusst wild, stehen ,4 und -B ft ir

alle natürlichen Vorgänge in einem derartigen Zusammenhang,
dass jeder  Energieänderung in -4 e ine genau g le iche entgegen-
gesetzte in  B entsprechen muss,  vorausgesetzt ,  dass wir  vou

den geringfügigen Energieänderungen und Reibungsverlusten
in den ftreiler-r der Transmission absehen dürfen. Die Energie
geht  a lso von A nach B über.  Sobald aber d ieser  Übergang

stat t f indet ,  muss in  der  verb indenden Transmiss ion e in be-

stimmter Zustand elastischer Spar-rnung und gleichzeitiger

Bewegung herrschen, aus . dem man den Energieübergang
berechnen l<ann,  ohne d ie Vorgänge in A und B zu kennen,

Durch Riemen und \A/elle wird also die Energie übertragen.

Ausser diesen beiden Hauptrnöglichkeiten ist es r-ratrlr l ich

auch der-rkbar, dass Energieübergänge stattf inden, die weder

durch re ine Fernewirkung,  noch durch re ine Übert ragung vor

s ich gehen,  sondern durch e ine Combinat ion beider .  Indessen

hat die nähere Untersuchung aller dieser Möglichkeiten ft ir uns

kein L-r teresse,  da wir  entsprechend der  Anschauungsrveise,
dass es nur Nahewirkungen gibt, folgerrdes Plir-rcip \/oralts-

se t zen  werden :  '
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Princip von der Übertragung der Energie.

E n e r g i e ü b e r g ä n g e ,  d .  h .  ü b e r h a u p t  A n d e r u n g e n
d e r  r ä u m l i c h e n  V e r t h e i l u n g  d e r  E n e r g i e ,  k ö n n e n  n u r
d u r c h  r e i l t e  E n e r g i e ü b e r t r a g u n g  e i n t r e t e h .

Problem der Energieübertragung.

8.  Die Annahme dieses Pr inc ipes f t ihr t  L lns zLr  ( lem
P r o b l e m ,  d i e  F  o r m  z L L  s u c h e n ,  i n  d e r  d e r  m a t h e -
m a t i s c h e  Z u s a m m e n h a n . g  z w i s c h e n  d e n  Z u s t ä n d e n
d e s  E n e r g i e ü b e r t r ä g e r s  u n d  d e m  E n e r g i e ü b e r g a n g
d a r z u s t e l l e r . r  i s t .

Die Lösung d ieses Problems würde uns e ine a l lgemeine
Methode liefern, aus den Zuständen des überträgers die während
jedes Zeilelementes dt von A nach B übergehende Energie-
menge dE zt berechnen, ohne dass wir die Vorgänge in _4
und B zu kennefl brauchen.

Ich schneide durch eine geschlossene Oberfläche S aus dem
freien System X ein Gebiet A aus, construire eine Oberfläche Sr,
welche ganz ausserhalb von S, aber überall unendlich nahe
an S verläuft, so dass die Energie der unendlich dünnen Schale
SS/ gegen die ganze Energie von X stets zu vernachlässiger-r
ist.1 Nenne ich den Theil von E, dei ganz ausserhalb S/ l iegt, E,
so ist die Schale SSr als der Energieüberträger C zu-betachten,
dessen Energie selber keine merklichen Anderungen erfährt. '

Stat t  nun zu sagen,  dass durch d ie Schale SS/ d ie
Er-rergie dE von A nach B übertragen wird, werde ich häufig
den Ausdruck brauchen, dass durch die ,4 und B trennende
Oberfläche S die Er-rergie dE"nach aussen hindurchtritt.

, Unser Problem ist also zunächst darauf reducirt, zu unter-
suchen, wie sich aus den Zustandsgrössen auf jeder beliebigen
geschlossenen Oberfläche S die Stärke cles durch S hindurch_

tretenden Energieüberganqes 4 berechnet.
dt

r  Dabei  is t  a ls selbstverständl ich vorausgesetzt ,  dass die Ener.g ie s ich
nicht  unendl . ich dicht  anhäufen kann.
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VierteF Princip : Localisirbarkeit derEnergieübertragung'

9. Ich denke mir nun, es gebe zu einem beliebig begrenzten

Stück .F der Oberfläche S immer ein materielles System .1l4,

welches sich mit ,F. verbinden lässt und die Eigenschaft hat,

, lass man dann zur Berechnung der Energieübertragung nach

M hinein nur die Zustände auf F zu berücksichtiger-i hat. Damit

dies der Fall ist, müssen zwei Bedingungen erfül1t sein. Erstens

muss jede EnergieänderLlng in M als reine Fttnction der Zu-

stände in F zu berechuen sein. Zrveitens, wen1l Mt ein ähn-

l ic l res Sysient  is t  wie M, d 'as s ich in  g le icher  Weise mi t  F/  ver-

b indeu lässt ,  e iuem -F in  a l len Pr . tnkten unendl ich berrachbarterr

F lächenstück,  dessen Begrenzungscurve mi t  der  von F zt -

sammenfällt, ttnd zwar so, dass M t'tnd Mt aLlf verschiedenen

Seiten des Schalenstücl<es FFl l ieger.r, so lnllss die Energie des

Systems (M, M', FFt) ber allen natürlichen Vorgängen unge-

är-rdert bleiben. Nennen wir nämlich die freien Oberflächen

von M und Mt: G und G'; so ist die Oberfläche des zusammen-

gesetzter-r Systems (G, G'), es können also Energieänderungen

nur dadurch eintreten, dass durch G oder G/ Energie übertragen

wird, was ausgeschlossen sein soll.

Von einem derartigen System M sage ich, dass es nllr

durch ,Fjvermittelte Energieüber-gänge 
ff 

erfahren kanu, und

dE n c n n c  i c h  d e n  r e a l i s i r b a r e n  E n e r g i e ü b e r g a u g  d u r c h  L
dt  

' - "  - - ' :

Der realisirbare Energieubergang muss jedenfalls durch

die Ztrs tände in F e indeut ig best immt seiu.  Denn seien M'

Mr, . . .  verschiedene Systeme, d ie bei  ihrer  Verbindung rn i t  -E

nur durch F vermittelte Energieänderuttgen erfahren wlirden,

Mt ein entsprechendes System für die and_ere Begrenzung F/

des unendlich dlinnen Schalenstückes FFt, seien ferner die

Energieübergänge, die sich bei einem bestimmten Zustand

in FFt für M, Mr,. . .Mt berechnen würden;

dE, dE,
d t ' d t

so muss of fenbar sein:

dEt
a '  ,

a l
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dE, dEt dE" dEl- d t  -  - - d t '  - d ; -  - - V t - , . . .

Es sei  nun dS ein Element  der  das Gebiet ,4 umschl iessen_
den Oberfläche S, z die Richtung der Normale nach aüssen,

f,r. aS der realisirbare Energieüber.gang c-lurch d$

Energieändel.Ll1tg, die ,4 erfährt, so ist

d E r-  
n +  - l f " ' d S '

J s
'  

Wir  können a lso i r - r  e indeut ig best immbarer ,  s tets  zu_
treflender Weise den ganzen Energieübergang auf di.e einzelnen
Elemente von S local is i ren.

Da  d ies  nu r  un te r  de r  Annahme de r  Ex i s tenz  ma te r i e l r e r

Princip der Localisirbarkeit der Energieübertragung.

D e r  E n e r g i e ü b " r g u r i g  d u r c h  e i r r e  g e s c h l o s s e n e
O b e r f l ä c h e  S  v e r . t h e i l t  s i c h  i n  e i n O e u i i g  b e s t i m r n _
b a r e r  W e i s e  a u f  d i e  E l e m e n t e  v o n  S :

d E r- 
E -J f" 'ds;

-f ' ,.d5 ist der durch dS tretende realisirbare Energieübergang,
f, '  hängt nur von dem Zustarld irr dS ab.

Methode der Berechnung der Energieübertragung.

10. Ich denke mir der-r punkt (r, y, z) als Spitze eines
unendl ic l . r  k le i 'en Tetraöders,  dessen dre i  Sei tenka' ten den
Richtungen der  Coor.d inatenaxen paral le l  s ind.  Die dre i  Sei ten_
f lächen seien:  dst ,  dsz,  dSr,  und zwar seien d iese Grösser  a ls
posi t iv  oder  a ls  negat iv  zu rechnen,  je  nachdem die nach a l lssen
ger ichtete Norrnale d ie posi t ive oder d ie negat ive Richtung del .

dE
-  , 4 i p

4 f

. D
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paral le len Coordinatenaxe besi tz t .  Die Grundf läche sei  dS,  d ie
Richtungscosinus ihrer nach ausse' gerichteten Normale ue

,seien:  t r ,  F,  V,  so dass a lso:  L.dS -  -d.51,  p.ds -  _dSr,
v.d.S - -dSu'. Die durch diese vier Flächen nach anssert
t retenden real is i rbaren Energieübergänge seien:

n .  dSr,  u.  dS2,  w.  dSu, ._f , , .aS.

Da d ie Energieänderur . lg  in  dem Tetraöder unendl ich k le in
von e iner  höheren ordnung sein muss wie c l iese Grössen
(nämlich von der Ordnung dr.d.y.dz), so ist:

rt .dSr*a . dSr+w . dSr*f,,. dS == O.
A l so ;

fn  -  L t  . ) , +a .p ,+n t . v .

Hieraus ergibt sich der Satz:
F i n d e n  i n  d . e m  S y s t e m  X  a l l e  E n e r g i e ü b e r g ä n g e

n u r  d u r c h  l o c a l i s i r t e  E n e r g i e ü b e r t r a g L r n g  s t a t t ,  s o
m ü s s e n  s i c h  f ü r  j e d e n  p u n k t  v o n  X  d r e i  G r ö s s  e n  , u , 7 t ,  1 ü
e i n d e u t i g  a l s  - F  n n  c t i o n e n  d e r  E i g e n s c h a f t s g r ö s s e n
d e r  M a t e r i e  b e s t i m m e n  l a s s e n ,  m i t  d e r e n  H i l f e  m a r r
d i e  d u r c h  e i r - r e  b e l i e b i g e  F l ä c h e  F  a u s t . e t e n d e  E n e r E i e
dE

i m m e l  b e r e c h r r e n  k a r r r r ;
f,t

U L

dE -  
f rUt  

) .+u.  1 t  +tu.v) .d .F

) r ,  p , ,  V  d i e  R i c h l ü h g s c o s i n u s  d e r  a u f  d e m  F l ä c h e n _
e l e m e n t  d F  n a i i t i , ' ä u s s e n  e r r i c h t e t e n  N o r m  a I e  n .

Damit  is t  der ! 'Weg zur  Lösung deS problems der  Energie_
übertragung gefunden. i

Fassen wir  ez,  u,  w a ls  Componenten e ines r f  \ i  ectors auf
7 -  1 / t r z+u2+ tuz ,  so  i s t :

_f,,.dS - /. cos (f, ru) . dS.

Aus d ieser  Gle ichgng fo lgt  ohnewei ters,  dass,  wenn t l ie
Fläche dSl i - f  is t :  f , , .dS -  O.  Wir  haben h ier  d ie Ver.a l l -
gememerung  des  vo l t  K i r chho f f  f l i r  L i ch t schw ing l l ugen

dt
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bewiesenen Satzes, l  dass s ich immer e ine.  RichtunC ( f )

angeben lassen muss, derart, dass durch ein z't ihr paralleles

Flächenelement keine Energie übertragen wird. Durch ein

zu ;f senkrechtes Flächenelement flndet das Maximum der

Energieübertragung statt. ä

Ist E die in der geschlossenen Fläche S enthaltene Energie,

so ist nach 4):

oder  wenn S unendl ich k le in und e d ie Dicht igkei t  der  Energie

in  S :

Du_ l _ _ +
Dy

Durch diese Gleichungen ist der gesuchte Zusammenhang

zwischen dem Zustande des Energieüberträgers ttnd dem

Energieübergang gegeben.

Continuität der Energie.

11.  Brauchen rv i r  nun das anschaul iche Gle ichniss des

Fluiciums für die Energie, so wollen wir den Vector / als die

Intensität der wirklichen Strömur-rg bezeichnen' Dabei ist aber

zu bemerken,  dass,  während d ie Strömung eines mater ie l len

I. ' luidums nothwendig eine bestimmte Geschwindigkeit besitzt,

h ievon in unserer  Theor ie der  Energieübert lagung n icht  d ie

Rede is t .  Ob man das Wort  Geschwindigkei t ,  der  Energie in

diesem Gleichniss überhaupt consequent in i,rgend einer Weise

deuten kann,  lasse ich dahingeste l l t  se in.

Definition des wirklichen Energiestromes.

D e r  w i r k l i c h e  E n e r g i e s t r o m  i a t  e i n  Y  e c t o r  f ,
d e s s e n  C o m p o n e n t e n  t t ' ,  u ,  w , f o l g e n d e  d r e i  B e d i n -

g u n g e n  e r f ü l l e n :

- 
fr{, 

. al, a" + u . d'z d'x + w . d.x d.y)dE

dt

Dw

Dz
de Ew

dt D*

1  K i r c h h o f f .  O p t i k .  V o r l e s u n g  1 2 , 5 . 2 0 5 .
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a Energieübertl'agun.g.

1 .  S i e  g e r l ü g e n  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g :

1  1 2 9

. Dct, Du Dw de
- L - I -

Dr Dy Dz dt

w o  e  d i e  D i c h t e  d e r  E n e r g i e  i m  P u n k t e  ( x , y t , z )  i s t .

2 .  S i e  s i n d ' r e i n e  F u r - r c t i o n e n  d e r  E i g e n s c h a f t s -

g r ö s s e n  d e r  M a t e r i e  i m  P r - t n k t e  ( x ,  y ,  a )  ( n e b s t  i h r e n

A b l e i t u n g e h  n a c h ' O r t  u n d  Z e i t )  u n d  e n t h a l t e n  n i c h t

e x p l i c i t e  d i e  C o o r d i n a t e n  u n d  d i e  Z e i t .

3 .  S i e  s t e l l e ' n  n L l r  t e a l i s i r b a r e  E n e r g i e u b e r g ä n g e

d u r c h  d i e  d u r c h  d e n  P u n k t  ( x , y , z )  z u  l e g e n d e n  F l ä c h e n -

e l e m e n t e  d a r .
Wie in 18. gezeigt, gilt darrn der Satz:

D e r  w i r k l i c h e  E n e r g i e s t r o m -  m u s s  s i c h  s t e t s  e i n -

d e u t i g  b e s t i m m e n  i a s s e n .

, Mit Hilfe dieses Begriffes lassen sich die in den vorher-

gehenden Paragraphen getrennt ausgesprochenen vier Energie-

pr inc ipe zn dem fo lgenden Satze vere in igen:

Satz von der Cont inui tät  der Energie.

A l l e  E n e r g i e v e r s c h i e b u n g e n  s i n d  d i e  F o l g e n

w i r k l i c h e r  E n e r g i e s t r ö m e .

Ich bemerke dabei  ausdrückl ich,  dass d ie Ahnl ichkei t

zwischen diesem Satz upd dem von der Contir-ruität der N{asse

nur eine ganz äusserliche ist, da ihm dttrchaus die unmittelbare

Anschaulichkeit des letzteren fehlt.

Definition der fingirten Energieströme.

1 2 .  A l l e  V e c t o  r e n  l f t ( t r , t ,  a ' ,  w ' ) ,  d i e  d e r  G l e i c h u n g :

D t l , t  _ E r ' _ E w t . _ _ D eT'Dtc Dy Ez At

g e n ü g e n ,  d i e  m a n  a l s o  a l l e  b  e n ü t z e n  k a n n ,  u m  d i e

E n e r g i e ä n d e r u n g e n  a n s c h a u l i  c h  z u  s c h i l d e r n ,  d i e  a b e r

d e n  a n d e r e n  B e d i n g u n g e n  d e s  w i r l < l i c h e n  E n e r g i e -

s t r o m e s  n i c h t  g e n ü g e n ,  n e n n e  i c h  f i  n g i r t e  E n e r g i e -

s t r ö u r e .
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Unter Umständen ist es bequem, mit f ingirten Energie-

st römen zu rechnet t .

Eine Classe von fingirten Energieströmen sind die, welche Ä

auch die Coordirateu oder die Zeit noch explicite enthaiten.

Es ist leicht, Beispiele dafür zu finden. Seien ein Motor und

eine Arbeitsmaschine mit den Riemscheiben R, und R, einer

Transmissionswelle verbunden, so geht der wirkliche Er-rergie-

strom im Innern der Welle von R, nach Rr. Da nun aber in

der Weile l<eine Energieanhäufungen stattf inden' so kann ich

einerr Strom ft f ingiren, der irgettdwie durch die Luft geht'

wenn er nur R, und R, verbindet und die richtige Intensität

besitzt. ft wird' die Energieübergär-rge richtig darstellen, steht

aber mit dem Vorgar-rge der Energiettbertragung in gar keinem

Zusammenhang.
Die andere Classe wird von solchen Vectoren gebi ldet ,

die fi 'ei l ich von den Coordinaten tt i-rd der Zeit nicht explicite

abhängen, aber nicht nur realisirbaren Energieübergängen ent-

sprechen.  Man kann beispie lsweise in  e inem elektromagne-

t ischen Felde dem wirk l ichen Energiestrom noch e inen super-

poniren, der überall längs der magnetischerr Inductionslinien

verläuft und dessen Intensität der magnetischen Induction pro-

portional ist. Dieser superponirte Strom ändert die Dichtigkeit

der  Energie n i rgends,  da d ie magnet ischen In{uct ionsl in ien

sich cyc l isch schl iessen.  Der resul t i rende Strom - f t (wt ,ut ,wt)
Eut  Dut  Dwt de

gen t i g t  a l so  de r  Bed ingung  
i  

+V*E :  -  
4 ; ,  

e r

is t  ausserdem eine re ine Funct ion der  Grössen,  d ie das e lekt ro-

magnetische Feld charakterisiren, aber niemals iässt sich der

ihm entsprechende Energieübergang vollständig realisiren, weil

die superponirte Strömung ihrem Wesen nach immer cYclisch

ver laufen muss.  So is t  er  z .  B.  auch im Felde e ines ruhenden

permanenter-r Magneten, in welchem überhaupt niemals Energie-

übelgänge stattf inden können, von Null verschieden. Derartige

cyclische Energieströlne nenne ich wesentlich cyclisch. Man

kann die dritte Bedingung, der der wirkliche Energiestrom

gentrgt, auch so ausdt'ücken:

W i r k l i c h e  E n e r g i e s t r ö m e  e n t h a l t e n  k e i n e  w e s e t t t -

l i c h  c y c i i s c h e u  B e s t a n d t h e i l e .
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I I .  Abschnitt.
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Die Formen des, wirklichen Energiestromes.

Einth.eilung der Energieströme.

13. Um die Energieänderuirg clE in einem abgeschlossenet-r

Raume zu berechnen, muss man erstetts die Andertng dEo

suchen, welche in Folge der Verschiebung der materieller-t

Thei lchen auf t r i t t , -wenn d ie Energie ihnen unverändet t  an-

haf tet ,  und zwei tens d ie Anderung d.Et ,  welche d ie Energie der

den Raum momentan er fü l ler rden Mater ie er le idet .  Die ganze

Anderung d.E erhält man als algebraische Summe dieserbeiden

Gr 'össen:
dE - dEo+dEt.

lch nenne dEo die Energieänderllng durch Convection,
dEt die Energieänderung durch Leitung.

Die Energie e ines bel iebigen mater ie l len Systems kann

nun durch folgende Einwirkungen verärrdert werden:

1.  Dadurch,  dass e ine mechanische Arbei t  an der  Ober-

f läche des Systems gele is tet  wi rd,
2.  dadurch,  dass Wärme ab-  oder  zugele i tet  wi rd,

3. durch elektromagnetische Vorgänge (elektrischer Strom,

Entstehung elektrischer und magnetischer Kraftfelder, Strah-

lung 1),

4. durch die Wirkung der Gravitation.

Andere Einf lüsse,  d ie d ie Energie e ines mater ie l len Systems

ändern, sind bisher nicht bekannt geworden.

Von diesen Energieübergängen müssen wir die durch

Gravitationswirkungen erfolgten als gänzlich unerforscht bei

Seite lassen, zumal da sie im Allgemeinen noch als Ferne-

r  Dabei  is t  zu bemerken, dass von den fast  unerforschten neuen

Strahlungsarten (Röntgenstrahlen etc,)  noch nicht  feststeht ,  ob s ie ebenfal ls

nur elektromagnetische Vorgänge im Sinne der Maxwell'schen Theorie sind,

oder ob s ie n icht  e ine ganz neue Art  mi t  Energie le i tung verbundener Vor-

gänge darstellen.
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wirkungen behandel t  werden. l  Wir  betrachtet r  a lso"nur  d ie

Energieänderungen,  d ie durch je  e ine der  dre i  ersten Wirkul rgen

hervorgebracht werden, dEy, dEz, dEz. dEt erglbt sich durch

algebraische Summirung d ieser  dre i  Grösset t ,  t l t td  es is t  a lso

die ganze in dem betrachteten Raum eint retende Energie-

är.rderung:

dE - d.Eo+- dEr-r dEz+ dEB.

Wil haben demnach rrier Arten vol-I Energiestr'ömett

e inzeln zu berechnen,  aus denen s ich der  gesammte Energie-

stronr dLlrch Sttpelposition zusammeltsetzt

x t .o+xt1+' t t2+xLs

uo+u7+u2-+uq

lAo+ tAl-+ W2-l1/U3

Convectionsstrom.

1 4 .  D e r  C o n v e c t i o n s s t r o m  h a t  d i e  G r ö s s e  f ,  :  e . u ) ,

w o  e  d i e  D i c h t i g k e i t  d e r  E n e r g i e ,  o  d i e  G e s c h w i n d i g -

l < e i t  d e r  m a t e r i e l l e n  T h e i l c h e n  b e d e u t e n .  S e i n e  R i c h -

t u n g  f ä l l t  z u s a m m e n  m i t  d e r  v o n  o ) .  S i n d  d i e  C o m -

p o n e n t e u  v o n  t r l :  d , F , ' ( ,  s o  i s t :

x t , o  -  e . . 1 ,  u o :  e . F ,  w o :  e . I .  . . . 8

1.  F indet  nur  Convect ion von Energie stat t ,  so berechnen

sich d ie Dicht igkei tsänderungen überal l  nach der  Formel :

_ d r n  -  D r ,  
* l l \  + a * o  - , . . ( , - t  * ! [ + i I )

clt är Ey Dz \Dx Dy Dz /

2. Die Grösser.r 140, uo, wo enthalten die Zeit und die Coordi-

naten n icht  expl ic i te .

1  Heav i s i de  ha t  (E lec t r i c i an ,31 ,4 .  Augus t ,  1893 ,  abged ruck t :  E l ec t r o -

magnet ic Theory,  p.  463) hypothet is ih e ine der Maxwel l 'schen Theor ie nach-

gebildete Theorie aufgestellt, die die Energieübergänge durch Gravitation als

Nahewirkungen behandel t  und den entsprechenden Eneigiestrom berechnet:

Dr- i rch ein ige seht '  in teressante Zahlenbeispie le hat  er  dem Beobachter d ie

Mit te l  zur  Prüfung dieser Theor ie an die Hand gegeben.

x t -
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3. ,f, stellt nur realisirbare Energier'rbelgänge dar. Ur.rter-
suchen wir beispielsweis,e eir-ren Fall,genaller, wo keine Energie-
übergänge stattf inden und doch ,f, von Null verschieden ist.

Die Thei le  e ines rot i renden Schwungracies besi tzen e ine
beträcht l iche k inet ische Energie,  d ie s ie bei  der  Rotat iou mi t
s ich führen,  in  der  Ar t  j .edoch,  .dass,  wenn der  Radkranz
homogen is t ,  an keinem Orte Energieänder.nngen e int reten.  Wir
haben h ier  e inen cyc l ischen Convect ionsstrom. Dennoch aber
stellt (wo, ao, wo) realisirbare Energieübergänge dar. Um dies
einztrsehen,  delke man s ich den Radl<ranz (F ig.  1)  an e iner
Ste l le  durchbrochen und con-  _
st ru i re zwei  geschlossene Ober-
f lächen,  deren jede e ine Begren-
zrtrlg an der Durchbrechung
ganz in s ich schl iesst  und d ie
andere ganz ausschliesst.

Nennen wi l  d ie Thei le
dieser  F lächen,  d ie in  der  Masse
des Radkranzes l iegen, Fund,F-l,
nennen r .v i r  d ie Thei le  des Rad-
krantzes, die ganz von diesen
Fläcl-ren umschlossen sind, I l.[u,nd n1[t, so sieht nrar-r Lutmitte]bar,
dass der eine Theil, z. B. M, die ganze dnrch F eintreterrde
Energiemenge aufnimmt, während der andere, Mt, d,ie ganze
durch F/ austretende Energiemenge abgibt.

,  t rs  is t  le icht  e inzusehen,  dass s ich durch c iasselbe Beweis_
verfahren stets zeigen lässt, dass (xro,1,6, wo) ntsr realisirbare
Energieübergänge darstellt.

E i n e n  w i r k l i c h e n  E n e r g i e s t r o r n ,  d e r  c y c l i s c h  v e r _
1 ä u f t ,  n e n n e  i c h  " z t f ä l l i g  c y c l i s c h " .

E s  i s t  s e h r  b e q u e m ,  f ü r  e i n e n  z u f ä I l i g  c y c l i s c h e n
E n e r g i e s t r o m  d e n  S t r o m  N u l l  z u  f i n g i r e n .

Mechanischer Leitungsstrom.

15.  Man denke s ich e inen ganz bel iebigen mater ie l len
Körper  X,  der  durch d ie geschlossene Fläche S begrenzt  is t .
Auf  d ie F läche S wir .ken l4echanismen,  d ie s ich unter  Aus-
übu'g vor-r Druckl<räften bervegen und dadr-rrch an x ei 'e Arbeit
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leisten. Sind X,,, Yu, Zo die Componeuten des Druckes auf das

Flächenelement  dS,  dessen nach innen ger ichtete Normale r r

die Richtungscosinus tr, tr, v habe, sind ferner o, P, T die Com-

ponenten der Geschwindigkeit to an dieser Stelle, so ist die

Leistung der Druckkräfte auf dS:

( X , . a + Y n . P + 2 " . 1 ) . d 5 ,

also die zeitl iche Anderung der Energie im Körper X in Folge

dieser  Leis tungen:

dE'  -  f  ( " , , .a . - rYn-F-+-zu.T) .ds.
dt Js

Sind nun X*, Yx, Zr, Xy,. . . die Componenten der Drucke

auf Flächenelemente, die clen coordir-ratenebenen parallel sind

und deren nach innen ger ichteten Normalen d ie posi t ive

Richtur-rg der Coordinatenaxen haben, so ist:

Xu :  X r . ) ,+Xo ,P . *Xo ' v

Y , , -  Y * . ) , + Y r . 1 t + Y . . v

Zu : Z' ') ' '+ Z, ' P* Zu 'v,

a l so :

# 
-- 

I:(X,. 
a -r Y,' F + z.' 7)), + (x, - o. -r Y,' p + z,' I p' +

-r (X,. d+ Yz. F'+ Zu. 1) v ] dS.

Daraus folgt, wenn wir setzen:

u r :  X * . d + Y n . P + Z * . t

u r :  X o . a * Y r . 9 + Z t . t

w r :  X * . a + Y n . P + Z u . ^ (

o

1. Die Grössen ür, ut, n, efiüllen Gleichung 5 (Punkt 10)1

und folglich auch Gleichung 6:

de. Ew. Du, Dm,,

dt Dr Dy Dz

1 Wo zu beachten is t ,  dass ) ' ,  p,  v  d ie Richtungscosinus der nach

aussen ger ichteten Normale bedeuten'
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2.  s ie enthal ten d ie Coordinaten und d ie Zei tn ic l ' t t  expl ic i te ;

3. sie l iefern nur realisirbare Euergieübergänge. Denn man

kann die Ob'erfläche S beliebig in Gebiete F zertheilen und
jedes Stiick -F mit einem eigenen Mechpnismus M in Verbindung

setzen, der unabhängig vor-r allen übrigen arbeitet. Es l iefert

dann immer ('tt 'r, ur, wr) den nach M hinein stattf indender-l

Energieübergang.
16.  Ich wi l i  noch e ineu anderen,  mehr analyt ischen Nach-

rveis l iefern, dass die durch Gleichur-rg 9 definirten Grössen zr'

u, wr die erste Bedingung erfüllen, der sich freil ich nicht
'rvesentlich von detn in (15) gebrachten unlerscheidet.

Es sei p. die Massendichte, (o, ?, t) die Geschwindigkeit

im Punkte @,! ,2) ,  dann is t  d ie k inet ische Energie des im Raum-

element  dt  bef indl ichen mater ie l len Thei lchens:

p.. (a2+-p2 + ^t') . dr .

r  D ie  s i ch  aus  K i r chho f f ,  Mechan i k ,  S .  113 ,  Vo r l .  11 ,  G l .  8 )  e rgeben ,

i r idem rnan al le Kräf te ausser den Dluckkräf ten gle ich Nul l  setzt .

Si tzb.  d.  mathem'-naturw. Cl . :  CVII  Bcl  ,  Abth.  I I  a.  75

1

2

Es seien ferner die zeitl ichen Anderur-rgel.l der Geschwindig-

l < e i t s c o m p o n e n t e n ,  w e l c h e  s i e  a l l e i n  d u r c h  d e n  E i n f l u s s

d e r  D r u c k k r ä f t e  e r l e i d e n :

(  d " \  (  d p \  (  a r \
\ d t ) "  \ d t l ' "  \ n l "

so genügen diese Grössen den Gleichungen:1

/ dt \  /AX". AX,,  AX. \
r r  l _ l -  _ t  "  J _  )  _ J _  

-  
I

r ' \ , . ) -  \ ^  I\ .d.tr /1 \  0x 0J/ oz /

/ d ß \  / D Y -  E Y ^ ,  A v - \
, .  I  '  l -  _ l  

-  
) _  )  _ !  

-  
I

" ' \  d t  / t -  \  a . r  Ey  Ez  /

I  4 \  i  A Z "  D Z ,  A Z " \
' ' \  

a t  / r -  \  a ,  D 9  D z  l '

Bs ist nun die zeitliche Anderung der kinetischen Energie
unter dem Einflusse der Druckkräfte allein:
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(L\ =* {" (+),*p ff),*, (!L-),\ o'
\ 4 1  / r  t

Ferner ist die zeitl iche Anderung cler it lneren Energie unter

dem Einfluss der Druckkräfte allein:1

( !L) :  1(o **un **""  
9u )*

\ d t / 1  ( \  ö r  o Y

*(n '#* t '  f f *Y ' 'L \*
* (2,'! *", L *"'' P" )l "\ -  D x  a t

Setzt  man d iese Werthe in  d ie Gle ichung:

d',. ," - (!L\ *(!!\
d 7  \ f l l t t  \ d t l t

'  
ein, so ergibt sich unter Berücksichtigung del oben hinge-

schriebenen Bewegungsgleichungen :

de.  A , , ,- -----!, : - 1,tr. u.* X, p +X".T) +
dt Dr

* '  ( Y * . a + Y r . F + Y , ' \ )  *  ! f t . ' a * z t ' F + z ' ' t ) ''  
0 _ 1 u t - r ' " "  

- ) - r '  
D z

Es erfüllen also die in Gleichung 9 definirten Grössen

't41t att wt die Bedingung:

!:]- - u*, * uu, *lYL
dt Dr DY Dz

r  K i r chho f f ,  Mechan i k ,  S '  l 1? ,  Vo r l '  11 '  G l '

6x -  a.dt ,  31t  :  P 'dt ,  öz :1 'dtY X1' :  YY'

18), wo zrr' serzeti

X z :  Z x ,  Y z : 4 .
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oderm i t i n t re t . e t .Re ibu r rg ; i na l l enFä l l e r r s i r r dd ieG le i chunge t l '
von denen wir ausgingen' nur der einfachste Ausdruck der

Erf ahrungsthatsachen (Lagrange'sche Gleichun gen)'

1?. Seien die Richtungscosir-lus der Geschwindigkeit l 'w"l ' t '

s o  d a s s  d . - -  o . 1 ,  F : a ' M ,  
^ t : a ' x ' t "

Sei ein zu o senkrechtes Fiächenelemeut ds",, die darattf

u,,irkenden Drucke X^, Y., 2., so ist"

X , -  X ' - l + X n . 1 u + X a ' 1 4

.  Y . -  Y r . l + Y n . m * Y , . M

Z . :  Z r . l - r Z , . m I Z ' . t t ,

r r r : X r . a ,  1 ) r -  Y u , a ,  w r : Z ^ ' t o '  " ' 1 0

Nennenw i rd ie resu l t i r qndeDruckk ra f tP .u r rd ih reR ich -
tlrngscosinus Ir, lltru r so rst:

r i ,  =  P . .a . l r ,  I t r :  P r . sJ . ! n7 '  w ,  - -  P . ' $  ' n r '  "  '  11

D i e  G r ö s s e  d e s  m e c h a n i s c h e n  E n e r g i e s t r o m e s  t

b e r e c h n e t  s - r c h  a l s  d a s  P r o d t t c t  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t

u r - r d  d e r  G r ö s s e  d e s  D r u c k e s ,  d e r  a u f  d a s  z u r  R i c h -

t u n g  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t  s e n k r e c h t e  F l ä c h e n e l e -

* " n t  w i r k t :  f r :  P . . a .  S e i n e  R i c h t u n g  f ä l l t  m i t  d e r

R i c h t u n g  d i e s e s  D r u c k e s  P , ( 1 1 ,  1 m 1 , ' 4 r )  z u s a m m e n '

D u r c h j e d e s z u P , p a r a i l e l e F l ä c h e n e l e m e n t f i n d e t a l s o

keine mechauische Energieübertragung statt '

Es sei uuu die Normalcomponente von P' mit N" die

Tangentialcomponente mit ?. bezeichnet, die Richtungscosinus

von ?, seien l/, !wt, wt; dann ist:

N; - X^ 
"! ' 

+ Y..tn+ Zu,. n,

T,  :  X. . l t  +  Y^.mt + Zr .%t,

l . l t+wrnt+?x?t t  -  O,

,Y ,  -  l .N -+ l t .Tu ' ,  Yo , :  n ' l ' .Nu '+7Mt 'To r ,

i l ^ = ' . n . N r + m t . T u , .
75x
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Ich setze nun:

G. lvl i e,

u . l -  a . N o , . l ,  u ! :  a .

u t l  - -  o - 7 . . 1 ' ,  u t t - a .

so  is t :
o ,  -  a 1 l - 1 - 4 1 1 1 a t  -  4 r l l  L 4 t l l

U I  -  v |  |  v | ,
n n t  -  i r t l  L 4 n t l l

Der Vector /, ist also in zwei Vectoren { und flt zerlegt'

von denen der  erste in  der  Richtung vol l  o ,  der  andere senl< '

recht clazu verläuft. Ich nenne/ den Longitttdiualstrom, flt dert
' f ransversalst rom der  Energie.

D e r  L o n g i t u d i n a l s t r o m  d e r  E n e r g i e  / f  i s t  g l e i c h

d e m  P r o d u c t  a u s  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t  u n d  d e m  N o t -

m a l d r u c k  a u f  d e r  z t r  B e w e g u n g s r i c h t u n g  s e l l k -

r e c h t e n  E b e n e .  S e i n e  R i c h t u n g  f ä l l t  e n t w e d e i  m l t

d e r  c i e r  B e w e g u n g  z u s a m m e n  o d e r  i s t  i h r  g e r a d e  e n t -

g e g e n g e s e  t z I ,  j e  n a c h d e m  d e r  N o r r n a l d r u c k  e i t r  e n

p o s i t i v e n  W e r t h  ( D r u c k )  o d e r  e i n e n  n e g a t i v e n  W e r t h

(Z lg )  ha t .

r t ! =  N ^ . a . 1 ,  i 1  -  N , ' @ . M ,  w l :  N " ' ' a ' n '  " ' 1 2

Es sei dS ein Flächenelement parallel zu a, rtrtd zwar

senkrecht zt T@, ferner dSl ein beliebiges anderes parallel ztt a'

der Normalenwir-rkel lwischen dS und dS/ sei 9'

Seien ferner die Tangeutialdrucke auf dS und dSl : T tnd T' '

seien die Componenten von ?und Ttparallel zu a: T, und Z{'

Nach dem Satz: X, - Y* etc., ist daun:

To , :  T r :  7 : cos ( to ,  ? ) ,

T t r : T " ' . c o s 9 -  4 . c o s 9 ,

a lso:
T't < Tt:

Daraus folgt:

D e r  T r a n s v e r s a l s t r o m  d e r  E n e r g i e  f l i e s s t  s e u k -

r e c h t  z 1 J  d e r j e n i g e n  d e r  B e w e g u n g s r i c h t u n g  p a r -

a l l e l e n  E b e n e ,  f  ü r  w e l c h e  d e r  T a n g e n t i a l d r u c k  p a r a l l e l

z ü r  B e w e g u n g  e i n  M a x i m u m  i s t . ' S e i n e  G r ö s s e  i s t

N, , r !+n ,  wt ,  -  a .Nur .M,

T. .w! ,  * ' r '  :  tü .Tu , .n t ,
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g l e i c h  d e m  P r o d t t c t  a u s  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t  u n d  a t t s

Ä . r  t u  i h r  p a r a l l e l e n  C o m p o n e n t e  d e s  T a n g e n t i a l

d r u c k e s  i n  d i e s e r  E b e n e .  D i e s e  C o m p o n e n t e  h a t  d i e -

s e l b e  G r ö s s e ,  w i e  d e r  T a n g e n t i a l d r u c k  i n  d e r  z u r

B e w e g u n g s r i c h t u n g  s e n k r e c h t e n '  E b e n e ,  u n  d  d  i  e

R i c h t u n g  d e s  S t r o m e s  f ä l l t  m i t  d e r  R i c h t u n g  d i e s e s

T a n g e n t i a l d r u c k e s  z u s a m m e n .

.J ' ,  u t t  :  a .  ?.  cos ( ro,  T)  . * ' ,

:  a . T u r . m l

a  .  T . cos (a ,  T )  . n

ro 'T*m'

Wirktaufdaszl l rBewegungsr ichtungsenkrechteF. lächen-

element immer nur ein Normaldruck (wie z' B' bei einer

reibungslosen Flüssigkeit), so ist der Energiestrom ein reiner'

Longitudinalstrorn, wirkt nur ein Tangentialdruck (wie z' B' ir

einer Transmissionswelle), so ist er ein reiner Transversal-

strom. I
I m  A l l g e m e i n e r i  e n t s t e h t  d e r  m e c h a n i s c h e  L e i -

t u n g s s t r o m  d u r c h  S u p e r p o s i t i o n  e i n e s  L o n g i t u d i r - r a l -

u n d  e i n e s  T r a n s v e r s a l s t r o m e s . l

wr = wl+u'rt, q - a!+u'r' i  wt - w'r+w'tt '  " '  14

Fü ra l l ed ieseFä l l ewerde i ch ine i r - re rdemnächs t fo lgenden

Publication BeisPiele geb en.

18.  In  der  Technik spie l t  der  mechanische Lei tungsstrom

der Energie uaturgemäss eine bedeutende Rolle' Er wird be-

zeichnef als der durch die Transmission übertragene Effect.

Die Dimension seiner  Masseinhei t  is t  Kraf tXGeschwindigkei t '

Nimmt man ais Krafteinheit das Kilogramm, als Geschwir-rdig-

l<ei tse inhei t  Meter  pro Secunde,  so erhäl t  man a ls  Einhei t  der

S t roms tä rke  de r  Ene rg ie  das  K i l og rammmete r  p ro  Sec '

D iep rak t i schgeb räuch l i cheE inhe i t i s t dasTs fached iese rE in -
heit, man nennt sie Pferdekraft.

1  Pea rson  ( \ l essenge r  o fMa th '  19 ,  p ' 31 ,1889 )  ha t  den  mechan i schen

Lei tungsstrom auf  andere Weise in drei  Part ia lst töme zer legt '  indessen ist  setne

Zerlegung nur bei vollkolnmen elastischen l(örpern möglich'

wlt :  a.  ?.  cos(or,  ?)
-  a  .  T . . l l

n"l :
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F ü r d i e l n t e n s i t ä t d e s E r r e r g i e s t r o m e s ( d i e G r ö s s e , f l h i n -

gegen ist keine besonddre trinheit eingeführt'

Die Instrumente zum Messen des Energiestromes nennt

man Dynamometer .  Ich gedenke ihre Theor ie später  mi t  den

übrigen Beispielen zusammen zu behandeln'

19. Ebenso wie unter den Convectiot-tsströmen finden sich

unter  den mechanischen Lei tungsströmen der  Energie sehr

häufig l,;rtfäll ig cyclische. Ist z' B' um ein rotirendes Rad din

elastisches Band in gespanntem Zustand geschlungen (wie bei

den Fahrrädern der Gummischlauch), so findet ausser dem

cyclischen Convectionsstrom noch ein- cyclischer T eitungs-

si.om in der der Bewegung entgegengesetzten Richtung statt '

Schneidet man aber das Band auf

und erzeugt die Spannung durch zwei

an den Schnittf lächen augebrachte

Ztgkräfte, etwa dadurch, dass man

. Gewichte anhängt (Fig. 2), so ist der

durch (z' ur,!ut) dargestellte Energie-

übergang realisirt. Denn offenbar

haben wir  nun das e ine Ende mi t

e inetn SYstem M verbunden,  das d ie

ganze übertragene Energie aufnimmt,
'das andere mit einem SYstem M', das

die ganze übertragene Energie ab-

gibt.

Auch für cyclische Leitungsströme flngirt man gewöhnlich

den Strom Null.

Beispiele für wesentlich cyclische Ströme erhält man' wenn

man irgend eine Vector-Grösse, die nur von deu Eigenschafts-

grössen der Materie abhängt und die an allen Stellen des

Rur-", einen bestimmt angebbaren Werth hat' uimmt' etwa

die Geschwindigkeit (o, P, T), und die folgenden Werthe bildet

(d ie WirbelcomPonenten)  :

0 , , - D r  - ä P .  u t : 3 o '  
E ' _ , * , - ! - +

Dt Dz 
' 

Dz Dt ör oJl

Natür l ich hat  es n iemals e inen Sinn '  e ine derar t ige Energie-

str'ömun g anzttneh men.

Fig.2.



Energieübert t 'agun g. L  1 4 1

Relative Energieströme'

20.  WiL haben b isher  s t i l lsc i - rweigend vorat lsgesetzt '  dass

die Geschwindigkeit sich in absoluter Weise ermitteln lässt'

Indesser-r köllnen wir Geschwindigkeiten nur relativ zu irgend

einem System messen'  aus dem wir  ebensogut  in  e in anderes

transformiren dürfen, das sich im ersten mit constanter Ge-

schwindigkei t  pat 'a l le l  verschiebt .
'  Is t  (a6,  Fo,  1o)  d ie Geschwir- rd igkei t ,  mi t  der  s ich unser

Bezugscoordinatensystem in e inem anderen bewegt '  in  das

wir transformiren wollen' ferner (o', P, t) die gemessene Ge-

schwindigkeit in eit lem Pttnkte (x, y, z), so sind die Com-

ponenten der  t ransformir ten Geschwindigkei t :  (o")  -  o ' *ax '
' (F) : P+Po, (r) :  T-{-To.

Setzeö  w i r  n t t u :

t r ,  :  Xro,+X,po+X"10,  ut '  :  Y^ ' ' r .o*Y,uFo-{-  Ltq '  
|  . . .  ta

wr - Z*a'o+ ZtPo+ Z;1, )

und is t  der  mechanische Lei tur- rgsstrom im ersten coo|d inaten-

sys tem: ' 141 ,7 )1 tQ |  so  i s t  e r  im  zwe i te t l :

( r r r )  -  x l r - l l l r ,  @r)  :  ur*7)r t  ( - r )  = w7+w1" " '  16

Die Transformat ion des Er le lg iest romes geschieht  a lso

cladurch, dass man dem Strom ;f einen Strom ,f, '  superponirt '

Dieser Strom f. verläuft keineswegs cyclisch, er ruft Energie-

änderungen hervor ,  welche d ie aus den gemessenen Geschwin-

d igkei ten a,  p,  1 berechnete Verthei lung der  k inet ischen Energie

in die aus clen transformirten Geschwildigkeitel (o)' (F), (f)

berechnete Vertheilung überführen. Die Vertheilung der andet en

Energieformer-r bleibt bei der Transformatior-r ungeändert: Ich

nenne den durch Gle ichr- rng 15)  def in i r ten Strom f r ( r t ' ' ,u , ' , ta ' ' )

den Umrechl)ungsstrom
Ein Beispie l  möge d iese Umrechr-rung er läutern '  Sei  R

del Radius der Erde, Q ihre Rotationsgeschwindigl<eit, -I i ihr

Trägheitsmomeut' In einem Punkt unter dem Breitengrad g'

dessen Abstand von der  Erdaxe a lsa r  -  R.cos I  is t ,  rverde

ein Geschoss von der Masse ,tn ans einer I{anone geschleudert,

lrnd zwar genau horizontal von Osten nach \Mesten mit der
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Geschwindigkei t  c  -  r .Q,  re lat iv  zur  Erdoberf läche'  Es sot l

nun der Energiestrom berechnet werden, der von clem explo-

d i renden Pulver  aus in  daS GeschOss geht '  indem man'  wle es

im Allgemeinen bei Ph]'sikalischen Untersuchungen geschieht'

cl ie Erdoberfläche als ruhend ansieht' Selbstverständlich mttss

man finden, dass der Strom f, dem Geschoss schliesstich im

aan rZ

Ganzen die Energie ,: 
? 

zugeführt hat' abgeseheu von

den durch die Reibung ur-rd die Rotation des Geschosses ver-

brauchten Energiemeugen,  d ie uns h ier  n icht  wei ter  in ter-

essiren. Transformiren wir nun in ein anderes Coordinaten-

system, das die Erde als mit der Winkelgeschwindigkeit Q um

clie ruhende Erdaxe rotirend beschreibt, so bewegt sich das

vorhin gebrauchte Bezttgscoordinatensystem in diesem mit der

Geschwindigkei t  c ,  West-Ost '  Wir  nehmel l  an ' .dass ut t r  so

lttrzezeiträume in Betracht kommen, dass man diese Beweguttg

als Parallelverschiebung ansehen kann' In dem neuen System

hat das Geschoss zuerst die Geschwindigkeit c, West_ost,

nach dem Abfeuern des Schusses is t  es in  Ruhe'  es hat  d ie

Errerg ie , : * ; t '  abgegeben'  Dafür  hat  nach dem Flächen-
a

satz die Erde einen sehr kleinen Zttwachs dQ ihrer Rotations-

geschwindigkeit erhalten, nach der Beziehung:

l n r . c  ' :  R -dQ,  
!

s ie hat  a lso d ie k inet ische Energie gewonnen:

I { . A . d A : ' t 4 4 . c 2 - Z T .

Der transformirte Energiestrom (t) führt also schliesslich

sowohl die vom explodirenden Pulver .abgegebene Energie

menge ?, als auch dil ursprüngliche Energie des Geschosses I

beide durch das Postament der Kanoue in die Erde'

Der Umrechnungsstrom -f ': (fr)--f, ergibt also die Ver

legung der Energiemenge 2T avts dem Geschoss in die Erde

21.  Noch in anderer  Hins icht  können d ie mechanischet

Energieströme relativ seilt, wetln man nämlich die Druckkräft

nicht vor-r ihrem absoiuten Nullpttnkt aus rechnet, sondern vol

einem willküriichen' wenll man z' B' in einem Gase derr Dluc
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einer Atmosphäre als Nullpunkt wählt ttnd den Druck im

Vacuum gle ich -760wru Quecksi lber  setzt .  Durch d iese Wahl

des Nul lpunktes wird d ie Verthei lung e iner  Form der  inneren

Energie, der Deformationsenergie, beeinflusst. Währerrd z' B'

nach der  absoluten Rechnung beim Evacuiren e ines Gefässes

die d,azü, verbrauchte Energie der Atmosphäre zugeführt wird,

die eine unendlich kleir-re verdichtur-rg erfährt, geht sie nacir

der relativen Rechnung in das vacuum. wenn die \rertheiiung

der anderen Energiefor.men durch diese Nullpunktsverlegurrg

nicht  beeinf lusst  wi rd,  so is t  es sehr  bequem, s ie anzuwendet l ,

beispie lsweise in  der  Theor ie der  Schal lwel len.  Auch h ier
'müsseu wir dem so berechneten Energiestrom, 'uvenu wir den

Nullpunkt des Druckes verlegen, einen Umrechnungsstrom f'

superponiren. 
_

Thermischer Leitungsstrom.

22.  Über c leu mechanischen Lei tungsstrom superponi l t

s ich in  erster  L in ie der  Wärmele i tungsst lom . [ ,  dessen Com-

ponenten sich aus der Vertheilung der Temperatur t9 ur.rd den

Coöf f ic ienten der  Wärmele i tungsfähigkei t  &y,  a12,-  . .ar ,  d ie

natürlich von $ abhät-tgen kötrnen, folgendermasseir berechnen:1

Ene rgieübertragung

/  b 'J  a$ a$\
' u z==  - \ " r r '  

A  
*  d . , r '  

UO 
*  a ro '  

2 "  )

/  D$  A ,$  AS \
uz :  - \ o r r '  

a *  
*  4zz '  -  -+ -  o ru '  

a "  )

/ a.$ a,$ as \
/ u z : =  - \ o u r '  

U  
*  d u r '  

U  
*  a t u '  

2 ,  )

t 7

1. Diese Grösseu 142, u2, w2 geniügen der Bedingung, dass,

wenn keine anderen Energieänderungen a is  durch Wärme-

leituns stattf inden:

de" Du,

dt 3r

Du" Ittt,

D)' Dz

r  K i r chho f f ,  Wärme .  Vo r l esung  1 ,  S '  I  und  10 .
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2. Sie hängen nuri von den E,igenschaftsgrössen der Materie

und ihren Differentialqllotieüten (Temperaturgefälle) in der

ll , laterie ab,

3. Sie stellen nur realisirbare Er-rergieübergänge dar, denn

man kann die wärme in jedem Theil einer Schnittf läche unab-

hängig von allen auderen Theilen zu- uud ableiten'

23. Der thermische Leitungsstrom hat eine charakte-

ristische Eigenthümlichkeit, die ihn vor allen anderen Energie-

st römen auszeichnet :  er  kann n iemals cyc l isch sein '

Angenommen nä4lich, der Strom verliefe cyclisch:

! 9  * u o '  * u * '  -  o ,
Dx DY Dz

so müssten nach bekannten sätzen die stromlinien geschlosseue

Curven bilden, man könnte also einen ringförmigen Körper tr/

abgrenzen, dessen Oberfläche S aus einer continuirl ichen Folge

von stromlinien bestünde. untersuchen wir die vorgänge in

einem derartigen Körper. Wir haben die folgenden zwei Be-

dingungen:  
F

L fn, der aus der Oberfläche S austretende Energiestrom,

ist in allen Punkten von S Null.

2. In allen Punl<ten von Z ist

, r ,  *_ r r ,  *D* ,  _  o .
2r DY 3z

Da nun:
a ,^ a8'  , .  o 8r,

- ft ' .U") - -. ' tto -+- ü'.-
Z : t '  " '  Dx  

'  
} t t

a . ^  a 8  ^ D r ,
-  f8.  y- \  -  - .11o -{ -  'ü . -

Ey' bY 3Y

a .  4,$ .r .D-,- ( e ' n ' r ) :  
* ' * r * * '  * '

so ist  nach dem Green'schen Satz:
' ^  n t  a $
I  +. f , , .ds -  I  ( , ' , .  -

J.t  Jv\ 
-  

Dr

A.$ A$ \* u,' 
i 

* tut 
i|0"*

_* fs . (ur ,  +Du, nStt ] iar ,
- 1 ,  \ a r  D y  D z /
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also,  wenn wir  d ie zwei  gemachten Bedingungen e inf t ihren:

r l  a $
|  \ * r '  ^  * u z

J v \  o f r

' a,$
l , t q ' -  + a ,

ör

a,$ a,$ \ -' "  
+ 1 a , ' ) J d r - O .

D y  
-  

D z l

' a,s
-f 7a"' -

oz

Nun ist aber eine wesentliche Eigenschaft des Wärme-

stroines, dass er durch ein Elemer-rt einer isothermen Fläche

nur in  der  Richtung von der  wärmeren Sei te nach del  l<äl teren

Seite fl iessen kann. Die Grösse

a,$

Ey

is t  a lso e ine wesent l ich negat ive Grösse,1 d ie nur  an den

Stellen Null wird, wo keine Wärmeleitung stattf indet. Daraus

folgt, damit das Integral über dieser Grösse Null sein kantl,

dass in  jedem Punkte des betrachteten Körpers der  Wärme-

strom Null herrschen muss. Es kanrr also keiuen cyclischen

Wärmestrom geben.

M a n  n e n n t  w e g e n  d e r  U n m ö g l i c h k e i t  c y c l i s c h e r

S t r ö m e  d e n  W ä r m e l e i t u n  g s s t r o m  e i n e n  n i c h t -  u m k e h r -

b a r e n  V o r g a n g .

Poynting's Theorem.

24. Wlr setzen die Maxwell 'sche Theorie2 voralls, also

vor Ailem auch den Satz, class, wenn:

L, M, N die Componenten der magnetischen Kraft,

8, tJt, yl die Componenten der magr-retischen Induction,

X,Y, Z die Componenten der eiektrischen Kraft,

X,V,8 d ie Componenten der  e lekt r ischen Verschiebung,

a,b,  c  d ie Componeutet t  des e lekt r ischen Lei tungsstromes)

der  zei t l iche Ztwachs der  Energie in  i rgend e inem Raum-

eiement dr, der rein durch die elektromagnetischen Vorgänge

hervorgerufen wird, unter alleu Umständen den Werth hat:

t  K i r chho f f ,  Wärme .  4 .  Vo r l esung ,  S .  48 .
9  Föpp l ,  E i n füh rung  i n  d i e  Maxwe l l ' s che  Theo r i e ,  S .  2  und  3 .
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!h, a": {* ( '# * * +-+N-!L\-+
-+@#*'"#*z'@\*

+ ( X . a  - r Y . b + - Z - q l ' a " '

In welcher Form diese Energie aber auftritt; lasse ich, wie

bei den anderen Formen del Energieübertragr-rng, gänzlich

unbeachtet .
Aus den Maxwell 'schen Gleichungen:1 

t

dx, aN
- - | + n q _ -
dt Dy

oE 
*+nb  -  DL

dt Dz

a M  d g  a y  a z
2z

AN

dt Dz DY

dyJt _ DZ _AX
dt Ar Dz

d N  D X  A Y

3x

ALn B  
* 4 n r - D M

dt 2x 3y dt EY 3x

d i e  f  ü r  j  e d e n  e l e k t r o m a g n e t i s c h e n  V o r g a i g  i n  r u h e n d e u

Körpern erfällt sein müssen, folgt durch Multiptication mit

X,Y, Z, L, M, N und Addition:

'  d e ,  { a , y N - z M \ + } - e . L - x N ) - r
n " . ;  -  - \  

E * \ t  
r u -  - " . 1  '  

E y , - ' -

*  -L  rx .  M-YL) [ '
t

Setzen rv i r  uuu:

1
u" - i-.(YN-zM)

,, - 
t .(zL-xN)

" 4rc

/u. : ]-.6tw-vl,)
O r

+ t L

r  A l l e  G rössen  s i nd  i n  demse lben  Masssys tem '  e l ek t r os ta t i s ch  ode r

elektromagnetisch gemessen.

I
\
I
l
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so können wir  behauPten:

1.  Diese Grössen er fü l len d ie Bedingung
' 

dr, 
== 

Dilz 
* 

Dou 
* 

3*u .

|  147

dt Dr 3y Dz

2.  Sie enthal ten d ie Coordinaten und d ie Zei t  n ic l . t t

expl ic i te ,  sondern s ind re ine Fr- tuct ionen der  Zustandsgrössen.

Die dritte Frage, ob sie r-rur realisirbare Er-rergietibergänge

darstellen, lasse ich fürs erste offen'

Poynting's Satz.

D e r  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g e n  1 B )  d e f i n i r t e  V e c t o r

s t e l l t  a l l e  E n e r g i e ä n d e r u n g e n  i n  e i n e m  e l e k t r o m a g n e -

t i s c h e n  F e l d e  r i c h t i g  d a r .  E r  i s t ,  a b g e s e h e n  v o n  d e n r
1

Z a h l e n l a s l 6 r ' - ' - ,  g l e i c h  d e m  P r o d u c t  a u s  d e r  e l e k -

t r i s c h e n  K r a f t  P ,  d e r  m a g n e t i s c h e n  K r a f t  - E I  u n d  d e t n

S i n u s  d e s  v o n  b e i d e n  g e b i l d e t e n  W i n k e l s  9 :

f u : ; . H . P s i n , p .

S e i n e  R i c h t u n g  s t e h t  s e n k r e c h t  a u f  P  s o w o h l ,  a l s

a u c h  a : u f  H ,  u n d  z w a r  i n  d e m  S i n n e ,  i n  w e i c h e m

m a n  c l u r c h  d i e  v o n  P  u n d  1 /  g e b i l d e t e  E b e n e  s e h e n

m u s s ,  u m  d e n  c o n c a v e n  W i n k e l  v o n  P  n a c h  - I 1  a l s

p  o s i t i v  ( U h r  z e i g e r d r e h u  n g )  w  a h r  z n n  e h  m e n .

25.  Wir  haben uns bei  der  Her le i tung des Poynt ing 'schen

Satzes zunächst auf rtthende Körper beschränkt. Er gilt aber

ebenso für  bewegte Kör 'per .  Denn i r l  d iesen entstehen d ie

elektromagnetischen Erscheinungen durch Superposition der

fo lgenden beiden Vorgänge.

Erstens führt die bewegte Materie einen Theil der in i lrr

herrschenden Zustände convect iv  mi t  s ich l  (geradeso wie ihre

Temperatur, elastische Spannungen etc.), während jedenfalls

r  Vergl .  Hertz,  Über d ie Grundgleichungen der Elekt lodynamik für

bewegte Körper.  Wied.  Ann.,  41,  5.369,  1890'  Ausbrei tung der e lektr ischen

Kraf t ,  S.  256.  Hertz macl . r t  unnöthigerweise die specie l le Annahme, dass die

Mater ie c len ganzen elektromagnet ischen Zustand mit  s ich führt ,  e ine Annahme,

die s icher n icht  r icht ig is t ,  wie d ie versuche über L ichtgeschwindigkei t  i r r

bewegten Medien beweisen.
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ein Thei l  se ine Ste l le  unverändert  beibehät t .  Hiedurch eut-

stehen irn Allgemeinen Deformationen des Feldes und Ande-

rungen der magnetischen und elektrischen Kräfte in Leitern

rurrd Die lekt r ica.
Zr,veitens tt 'cten it-t Folge dieser Kräfteänderuuged Vot'-

gänge elektrischer Leitung, dielektrischer Polarisation und

Magnetisirung in den verschobenen materiellen Theilchen ein,

die ihrerseits ein Feld erzeLrgen, das sich über das erste super-

ponirt. Für das superponirte Feld gelten die Maxweli 'scher]

Gleichungen genau so, wie bei ruhenden Körpern'

Der erste Theil dieses Vorganges, die mechanische Defor-

mation des Feldes, bewirkt nun auf zweier|ei Weise Arrde-

rungen in der  Energie des Feldes:

1 Dadurch, dass die bewegte Materie einen Theil der

Ene rg ie  m i t  s i ch  f üh r t  (Convec t i onss t ro * ) ;

2. dadurch, dass das F-eld deformirt wird, d. h' dass sich

die Kraftröhren verkürzen oder verlängern, verbreitern odet'

verengen. Um die hiernit vdrbundenen Energieäuderungen

. hervorzubringen, muss durch positive oder negative Arbeit

den bewegten materiellen Theilchen Energie zugeführt oder

abgenommeu  werden .  Es  m l l ss  a l so  e in  mechan i sche r

Lei tungsstrom vorhanden sein,  dessen Stroml in ien in  den

bewegten Theilchen ihr Ende oder ihren Anfang haben'

Der zweite Theil cles Vorganges, die elektromagnetische

Anderung des Feldes, ruft Anderungen del Energie hervor,

die; weii die Maxwell 'schen Gleichungen gelteu, vollständig

u n d  r i c h t i g  d u r c h  d e n  P o y n t i n g ' s c h e n  E n e r g i e s t r o m

beschr ieben werden.

E s .  i s t  d a m i t  b e w i e s e n ,  d a s s  d a s  P o y n t i n g ' s c h e

T h e o r e m  a u c h  f ü r  b e w e g t e  K ö r p e r  u n b e s c h r ä n k t

G i l t i g k e i t  b e h ä l t .

Dies möge zunäclrst an einigen Beispielen aus der Elektro-

statik deutlich gemacht werden.

Bewegung elektrisirter KörPer.

26. Es seien ,4 und B (trig. 3) die Platten eines ebenen

Condensators, die so gross sind, dass man die Randwirkungen

vernachlässigen und das elektrische Feld als homogen ansehen



hann. -4 sei festgehalten und mit der Erde leitend verbuudeu,

B sei beweglich, voll l<ommen isolirt und mit einel bestimmteu

Elektr ic i tä tsmenge geladen.  Die Intensi tät  P des e lekt r ischen

Feldes hängt nicht vom Abstande der Platten ab, sie bleibt bei

,den Verschiebungen von B ungeändert.

Energieüb ertlagung

Wird nt tn B mi t  der  Geschwindigkei t  o  gegen,4

so schieben sich die elel<trischen Kraftl inien in B

aber die dlektrische Ladung (Kraftl inienendungen)

an der Oberfläche eines Conductors eiu Zustand der

mater ie l len Molekeln ' is t ,  welcher  mi t  der  Matet ie

festverbunden fortschreitet, so müssen die Kraft-

l inien im Leiter gleichzeitig eine delartige Schrum-

pfung et'fahren, dass ihre Enden immer in der Ober-

flächenschicht der Platte B bleiben.

Da dieser Vorgang nicht mit dem Auftreten

magnetischer Kräfte verbunden ist uLrd da an allen

anderen Stellen des Feldes der Zustarid fortwährend

derselbe bleibt, wie wenn B ir-r Ruhe wäre, so sllper-

ponirt sich kein neues etektromagrretisches Feld

über das vorhandene.

1 149

volbewegt,
hir-reir-r. Da

B
Fig. 3.

In Folge der Verkürzung der Kraftl inien tritt foltwährend

dE P2
der Energieübergang 

ä 
: gß ., ') pro Flächeneinheit aus

dem Felde in die Platte B, wird durch diese r-nechanisch weiter

geleitet und katrtr auf ihrer Aussenseite abgenommen werden.

Sonst  t reten im Felde keine Energieverschiebungen e in,

der Poynting'sche Strom ist Null.

Ganz ebenso lassen sich die \ror:gänge beschreiben, die

bei einem Wegziehen der Platte B von ,4 eintreten. Nur dass

dann die in B haftenden Kraftl inienreste eir-re Dehnr-tng erfahreu,

die rnit einer Energieabgabe an das Feld verbttr-rdelr ist.

D i e  i n n e r e  O b e r f l ä c h e  d e l  P l a t t e  - B  i s t  e i r - r  G e b i e t

v o r - r  Q u e l l p u n k t e n  o d e r  v o n  S i n k s t e l l e n  f ü r  d e n  m e c h a -

n i s c h e n  E n e r g i e s t r o m .
27. Yerschiebt man eine dünne, ebene Platte, die beider-

sei ts-mi t  der  F lächendichte o belegt  is t ,  mi t  der  Geschwindig-

keit o, deren Richtung den Begrenzungsebenen paraliel ist. so

tritt eine Verkürzung oder Verlängerung der Kraftl inien an den
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be iden  Beg renz t tngsebenen  n i ch t  e i n .  Dagegen  r vü r ' äe r r  d i e  i r r

der  Oberf lächenschicht  s teckenden Kraf t i in ienendchen durch

den mechanischen Vorgang schief  gezogen werden,  wenn s ie

s ich n icht  durch e inen immer g le ichzei t ig  er fo lgenden Lei tungs-

vorgang wieder senkrecht  aufr ichteten.  Die Flächendichte d ieses
in der Oberflächenschicht verlaufenden elektrischen Leitungs-

st romes is t  natür l ich o.<o,  er  is t  mi t  e iner  magnet ischen Kraf t
verbunden, die innerhalb der Platte Null ist, unmittelbar über

ihr  aber  den Werth H -  4r ,a.  o i  hat ,  deren Richtung senkrecht

auf o und parallel zLvPlatte ist. Man sieht dies unmittelbar ein,

wenn man das L in ienintegra l  von F1 Iängs e iner  geschlossenen

Curvq bildet, durcl 'r die der Strom i tritt und berücksichtigt,

dass es den Werth 4ni  haben muss.  Ausserdem haben wir  den

Werth der elektrischen Kraft in unmittelbarer Nachbarschaft

der  Plat te:  P -  4x.a,  ihre Richtung is t  senkrecht  zur  Plat te.  Da

hier  P und F/  beide im elekt rostat ischen Maass angegeben s ind,

so erg ibt  s ich d ie Dichte des Poynt ing 'schen Stromes unmit te l -
bar  an der  Plat te:

1 l
f " - - . H . P - '  . P z a .

Ä ^  ^ -
1 / L  T / L

Seine Richtung fällt mit der von ro zusammelt.

Die Hälfte di 'eses Stromes:

l .  P 2

l Jz  
=  

8 , ,  
' t

s te l l t  den Energieübergang dar ,  der  mi t  dem Vorrücken des
elektrischen F'eldes mit der Platte verbunden ist. Die andere
Ilälfte bringt die Energiezufr-rhr zu dem vor dem vorderen
Rande der  Plat te bef inc l l ichen Thei l  des Feldes zum Ausdruck.

rvo durch das Vorrücl<en der Platte fortwährend Enersie ab-

sorb i r t  wi rd.
D e r  m e c h a n i s c h e  E n e r g i e s t r o m  h a t  n u r  a n  d e n

R ä n d e r n  d e r  P l a t t e  Q u e l l -  u n d  S i n k s t e l l e n ,  a n  d e n e n

d i e  E n e r g i e  d u r c h  d e n  P o y r - r t i n g ' s c h e n  S t r o m  z u -  u n d

a b g e f ü h r t  w i r d .  A u s s e r d e m  i s t  d a s  V o r r ü c k e n  d e s

g a n z e n  F e l d e s  m i t  e i n e m  P o y n t i n g ' s c h e n  E n e r g i e -

s t r o m e  v e r b u n d e n .
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28.  Ein l<ugel förmiger  Körper  K,  der  e lekt r isch geladen
Llnd iso l i r t  is t ,  werde mi t  der  Geschwindig l<ei t  o  von e iner  zur
Erde abgeleiteten platte .4 entfernt. Es wird erstens auf der
Vo'derseite der Kugel eir-re Schrumpfung, auf der Hinterseite
ei 'e  Dehnung der  Kraf t l in ien e i ' t re te ' .  Zwei tens wird auf  der
oberf läohe der  Kugel  e i '  e lekt r ischer  Lei tungsstrom vorhanden
sein,  der  dafür  sorgt ,  dass d ie Kraf t l in ien immer senkrecht  auf
der  Oberf läche steher l  (wi r  nehmeu also an,  wie es immer in
der  Elektrostat ik  geschieht ,  dass d ie Kugel  e in vol lkommener
Lei ter  is t ) .

Es entsteht  nun e i t r  Poynt ing 'scher  Strom, der  durch neben-
stehende sk izze (F ig.  a)  veranschaul icht  werde'  so l l .  Die Strom-
l in ien ver laufen immer senkrecht
zLr den elektrischen Kraftl inien,
also auf der Oberfläche der Kugel
tangential. Sie ftrhren von der
Hintersei te der  Kugel ,  wo for t -
während Energie austritt, nach der
Vordersei te h i r - r  und geben h ier
den gr 'össten Thei l  der  Errerg ie
wieder an d ie Kugel  zurück.  Ein
Thei l  jedoch gelaugt  ins Feld,  da d ie Stroml in ien e in rvenig
diverg i ren.  Diesen Thei i  wol len wir  nnn im Folsender-r  be-
rechnen.

Es  bedeu ten :

p Abstand e ines Pur-r l<tes vol t  der  Symmetr ieaxe;
z Abstand e ines Punktes von der  Ebene ,4;

R,Z dte Componenten der  e le l<t r ischen Kraf t  nach den Rich-
tungen p trnd z;

H die magnetische Kraft, deren Kraftl inien Kreise nm die
Symmetr ieaxe b i lden;  ihre Richtung is t  posi t iv ,  wenn d ie
I i raf t l in ien,  in  der  posi t iven Z-Richtung gesehen,  im Sinne
der Uhrzeigerdrehur.rg verlaufen ;

t  d i e  Ze i t ;
I /  d ie L ichtgeschwindig l<ei t .

A l le  Kräf te seien in  demselben Maass-Svstem (e le l<t ro-
stat isch)  gemess€n.

S i t z b . d . m a t h e m - n a t u r l v .  C l  ; C V I I . B d , A b t h . I I . a .  7 6

t r io 4
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Es is t  dann:

H _ L . a - f  ,  z : ! . y , R -
P A t ? o P

Ich ftrhre noch foigende Bezeichnllngell

s :  s o + 0 ) /

\{an kat-rri nun das elektromagnetische Feld der Kugel

leicht berechnen mit Hilfe einer Function 'f(?'" ' l) '  die der

fo lgenden Di f ferent ia lg le ichung genügt :  1

Y I - * l f  - r  . D f  - L - . l I : o -  " a )
2rz .  ap,  P Dp V2 Atz

sei der Abstand des Kugelmitteipunktes von der Ebene '4;

,  ' t  -  hz .

v2

I  D f
|  . , , 0 )

P D z

C,

l =--"--=-'----'7

V.k 'p '+  \s+z) '  =  rz ;

-  t l-  Y 2 '
1'2

.Ferner beschränke ich mich hier auf den Specialfall 'z r""'o

der Radius der Kugel gegen s verschwindend klein ist ' d' h' auf

die Untersuchung der Bewegung eines sogenannten elektrischen

Punktes.s Diesem Fall entspricht die folgende Lösung der Diffe-

reniialgleichung a)'.

. E

f : j" (Frr-Fr), e die
D A

Ladung des  Punktes ;

I  s - z  s + z  \
7 - _ .  t _  _ + - - r :

v .  \  o  l 't r i  r ; /

H - , . " p ( + * + )\ 1  r r '

t  Hert  z,  Wied.  Ann. 36,  S'  1,1888; abgedr '  Ausbrei tung der e lektr '  K

s.  150.
2 Die allgemeine Lösung für eine endliche I{ugel findet sich irn Anhange

3 \ Iergl .  J .  J .  Thomson, Recent Researches'  p '  16 '

VFe+64 : r1i

- t"1 t
ft

R  =  e . p .
(  |  1  \ .
\ r i -  , z  l '
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En ergi eüb elttagung. 1  1 5 3

Da es s ich um ein e lekt rostat isches Problem handel t ,  so

dürfen wir uns eine weitere Vereinfachung erlauben, da daun o

gegen 7 verschwinder-rd klein ist, also hz -- 7'

Da nun:

nr - { p'+(t-z)\ r ,  -  {  p '+(s+")\

so hat clie elektrische Kraft überall denselben Werth, deu sie

haben würde, wenn der elektrische Punkt an der Stelle, durch

die er gerade geht, in Ruhe wäre.
'  Das magnet ische Feld is t  so schwach,  dass man es bei  der

Berechnung der Feldenergie nicht zu berücksichtigen braucht'

Die elektrische Ktaft in der Nähe des elektl ischen Punktes

hat  den Werth:

p  -  j = -F  + . (p ,+Ä) ,r! r!

wo Ä e ine sehr  k le ine Grösse von det '  Ordnl tng 
"  

151.- r

Setzen rvir ferner:
2 s = S ,

so  ls t :
r ,  -  S . (1  +-A/ ) ,

wo A/ ebenfalls von det' Grössenord.,.,rtg aL.
,l/ 

2

In  der  Nähe des e lekt r ischen Pnuktes is t  a lso mi t  ge-

nüger-rder Annäherutrg zü. setzen i

Die Energie in  dem Raumelement  r /c  is t :

1  -  /  e2  2 .e2  .u .  \  , r ' -L  
. P 2 . c l r - i -  + - - - ' 1 1  ) . - '

8a 
' ,  

n l  n?.n ' ,  /  8n

Es seien nun Ltm den e le l<t r ischen Punkt  zwei  sehr  k le ine

concentr ische Kugeln mi t  den Radien a und & geschlageu,  so

is t ,d ie Energie in  der  von ihnen gebi ldeten Kugelschale '  we1111

urirt Polarcoordi naten anwendett, fol genderm ass en zu berechu en :

76*
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Radius:  r i ;  Bre i te:  S( ! r ,  :  cos S) ;  Länge:  I

Dieser Werth hängt nicht vor-r S ab' Es ist nun leicht zu

sehen, dass innerhalb einer Kugel, die um den elektrischen

Punkt mit einem sehr-kleinen Radius geschlagen ist, und die

mau sich mit dem Punkt fortbewegt denkt, die Energie unge-

ändert bleibt.

Anders ist es aber, wenn man die Kugel ruhend lässt' Als-

dann vermehrt sich bei der Bewegung'des elektrischen Punktes

in Folge der Klaftl iniendehnungen ihre Energie' Um diese Ver-

'mehrung zu berechnen, suche ich die Energie in dem Zwischen-

raume zwischen den beiden Kugeln mit den Radien a und b'

wenn die grössere Kugel (rad'. b) an ihrem Orte geblieben ist'

die kleinere dagegen (tad' a) sich mit dem elektrischen Punkte

während des Zeitelemetftes d't weiier bewegt hat' Dies ist dann

schon ohneweiters die Vermehrung der Energie in dem ganzen

von der äusseren Kugel (rad. b) umschlossenen Raum'

1 .  B e r e c h n u n g  d e r  E n e r g i e v e r m e h r u n g  i n  d e m  Z w i -

s c h e n r a u m e  z w i s c h e n  d e n  b e i d e n  K u g e l f l ä c h e n  b e i

d e m  m e c h a n i s c h e n  D e f o r m a t i o n s v o r g a n g e '

W ä h r e r r d d e r u n e n d l i c h k l e i n e n Z e i l d t r ü c k t d e r M i t t e ] -

punl<t der kleineren Kugel um die Strecl<e CCt = rodl vor (siehe

F ig  5 .

nebenstehende Skizze Fig '  5) '  Der lk t  man s ich das Feld dabe

garrz ungeändert ,  so erg ibt  s ich nach d ieser  Bewegung d i r

Enersie des ZwischenL'au[Ies :



En ergieübertragung. I  I D D

wo

t qt  7  q -1 t1  .d t ,cos&.

Die ion über g

I

und , .1  g ibt  zunächst :

E t :
I- - +
ta-@ .d l  cos r$

ez ad.l
EE t _ + _ .

Der Zuwachs an

3 5 2

Energie beträgt also:

e z  a . d t

3 s 2

W ä h r e n d  d e s  m e c h a n i s c h e n  T h e i l e s  d e s  V o r -

g a n g e s  t r i t t  d u r c h  d i e  m i t  d e m  e l e k t r i s c h e n  P u n k t e

b e w e g f e  K u g e l f l ä c h e  ( r a d .  a )  d e r  E n e r g i e ü b e r g a n g :

e 2 .  o

,'- *I'"I"I: (+-ti}9).sin.$ d,',-d'. de,

t d E \  I
\ a t  l r -  B

f)

^ 2

A=

e z  ( l  1 \

2 ; \ v -  b )

grat

^ {

Int

. t

:IIE]

I
. / O

* a$g .  (b-a+a.dt .cos+) 
|s in+a.$,

oder mit Vernachlässigung aller höheren Potenzen von a . dt:

",: t I"l+-+ *r89."o..r]sin.9d.9+

* "'- .,,,ü.I" t# * -?:#] sinsd$,

s2

2 .  B e r e c h n u n g  d e s  E n e r g i e ü b e r g a n g e s  d u r c h  d e n

P o y n t i n g ' s c h e u  S t r o m .

Die beiden Kugeloberflächen stehen keineswegs senkrecht

zu d.en Kraftl inien (sie sind keine Niveauflächen). Die tangen-

tiale Componente der Kraft ist z. B. a:uf der kleineren:
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+z.L\ :
C L / s 2

wo gleich die Glieder der Ordnung 7i Segen t

sind. Mit der gleichen Vernachlässigung ergibt sich für die

magnetische Kraft:

H : u ' ,  ' * : ' f ' 5 i n g '

Durch die Kugel tritt r lach aussel.l der Energieübergang:

( !L \  -  - ] - .u . r .c ts :  .^ ' "1 ; ' l ' "  f * " " '  & 'c t t  'e le
\ a t J z -  4 n  4 n ' S z . , r o  J n

I  d E \  2  e 2 . a

\ a , ) , : ä  s '

B e i  c l  e m  e l e k t r o m a g n e t i s c h e n  V o r g a n g  t r i t t  d L l l ' c h

d i e k l e i r - r e r e K u g e l f l ä c b e d e r E r r e r g i e ü b e f g a 1 l g :

/ d E \  2  e z . a  . ; )
l - l  :  .  " ' 6 /
\ a t / z  3  S z

f ä h r t  e i n e n  z e i t i i c h e n  E n e r g i e ' z u w a c h s :

/  d E \  . 1  e 2 .  o

\ a t l t -  3  5 2

s e i n e  O b e r f l ä c h e  t r i t t  d e r  E n e r g i e ü b e r -

s 2

vernachlässigt

i r d  a l s o  i n  F o l g e

F e l d e  i m ' G a n z e n

D u r c h
g a n g :

2 e 2 ,  c o

s2

A n  d e m  e 1 e [ < t r i s ' c h e n  P u n k t e  w

d e r  D e h n u n g  d e r  I ( r a f t l i n i e n  d e m

d i e  L e i s t u  n g  z : o g e f ü h r t :



|  |  7 a
I  l u ,

dE

dt

E nelgie üb ertlag nng.

/ d E \  i  d E \  e 2
l _ l - t -  :  - . o .
\ 4 y / t  \ d t / z  5 2

mit der K.aft 
tt 

nacil der abgeleiteten
s2

Der Pr-rnkt wird

Wand hingezogen.

Andere Theorien.

25.  Der Poynl ing 'sche Strom j ]  schi lder t  erstens d ie

Energieänderungelt in einem elektromagnetisclren Felde unter

allen Umständen richtig und vollständig. Zweitens ist er alts

den Zustandsgrössen a l le in zr :  berechnen'  Bisher  is t  ke ine

andere Theorie der elektromagnetischen Energieübertragung

aufgestellt, die auch dieser zweilen Forderr-tng genügte.

So hzuben F öppi l  und Andere für  den stat ior- rären e le l<-

t r isc l . ren Strom eine Theor ie vorgeschlagen,  nacl ]  r 've lcher  der

ganze Energiestrom im Leiter., nnd zwar parallel ztt den Lir-rier-t

des elektrischen Stromes verlaufen soll, ähnlich dem Energie-

strom iu einer hydraulischen Kraftübertragung. Ist J die Stärke

des e lekt r ischen St fomes,  U da.s PoteDt ia l  an e iner  best immter t

Stelle, so soll cler Energieübergar-rg durch den betreffet-rden

Qnerschni t t  se iu:
d E  f T f

(tt

J is t  ohne Zwei fe l  e ine Grösse,  d ie e inen best immten

zustand. cles Stromleiters charal<terisirt. [/ hingegen ist sicher

nicht  unter  d ie Zustandsgrössen zu rechnen,  a l le in schon aus

dem Grun, le,  wei l  überhaupt  nuf  in  constanten maguet ischen

Feldern von e inem elektr ischen Potent ia l  gesprocher-r  werden

kann.  Ausführ l icher  hat  Heavis idez d iesen Gegenstand er-

ör ter ' t  be i  Besprechutrg c ler  Arbei t  von Macat t ley,s der  d ie-

selbe Theor ie aufgeste l l t  hat '

I  Föppl, Einfährung in die Maxwell 'sche Theorie, S' 306'
e Electr ician, 29, 29. Jul i ,  1892, abgedruckt in Electromagnet'  Theory,

p .  248.
3 Phil .  Tlans. Lotrdon, -183, p. 685, 1892.
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30 .  Macäu ley  ha t  de r  Theo r i e  noch  e ine  we i te re  Ande -

rLurg hinzugefügt. Er zedegt (dem Maxwell 'schen Treatise

folgend) die elektrische Kraft in zwei Sumn-randen, in eine, die

ein Potential hat (eleirtrostatische Kraft), und in eine, die keitles

hat (elektrodynamische Kraft) ' Zur Berechnung des Energie-

st romes verweudet  er  nur  den zwei ten Summanden'  Indessen

darf man auch diese eiektrodynamiscl-re Kraft nicht a1s Zustands-

grösse bezeichnen.  Man denke nur  a l l  das in  Nr '  28 durch-

geführte Beispiel. Ist in Gleichr-rng c/ kz von 1 verschieden' so

hat die elektrische Kraft sicher keir-r Potential, ist h2 - 7, so hat

s ie e ines.  Is t  nun inr  ersteD Fal le  d ie Kraf t  Repräset t ta t r t  e iues

ganz anderen physil<alischen Zustandes wie im zweiten? Oder

lässt sich ein elektrostatischer' und ein eiel<trodynamischer

Theil an ihr physil<alisch unterscheic.len ? Die Trer-rnr-rng dürfte

wohl  in  jedem Fal le  wi l lkür l ich sein '

D e l  N 4 a c a u l e y ' s c h e  E n e r g i e s t r o m  i s t ,  s o w e i t  e r

s i c h v o m P o y n t i n g ' s c h e n L r n t e r s c h e i d e t , w i l l k t i r i i c h
f i n g i r t .

CYclischer Energiestrom'

31.  lch komme nul l  z l l r  Untersuchung der  dr i t ten Frage'

HertzT hat  gegen d ie Poynt ing 'sche Theor ie den schwer-

wiegenclen Einwancl gemacht, dass sie in Fällen, wo gar keir-ie

Energieübertragung stattf indet, rron Null verschiedene cyclische

Energieströme i ie fer t .  E in Beispie l  möge d ies er läutern '

I n t l e r Z - A x e l i e g e e i n u n e n d i i c h d ü n n e r M a g r - r e t s t a b v o n

der Länge I ttrrd der Polstär\<e 'tm, der positive Pol sei dem

Coordir.ratenanfang zugel<ehrt uncl im Abstande p von ihm' Im

Coordir-ratenanfang sei ein elektrisirtes Partikelchen mit der

positiven Ladung e angebracht. e utld na seien beide in dem-

selben Maasssystem (etwa e lekt rostat isch)  gemessen'

Benutzen wir  nun wieder das Coordinatensystem der a

und p (siehe Nr. 28), so haben wir in eit lem Punkte (a' p)

fol gende KraftcomPonenten :

r  Wied Ann.,40,  S.  577,  1E90, abgedr '  in Ausbrei t r rng der e le l i t r '  Kraf t ,

s.  234.
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Fig.  6.

Componenten der elektrischen

, R

Kraft P: Z, R:

* - r / ^ z * B
, t - v

4
v - ^ ^ )

Componenten der magnetischen Kraft H: N, Q:

N : m W  , Q : * r ( + - + ) ,
t ' r - { p ' + @ - P f ,  r z : ( p ' -+ (z -P - l ) z  .  ' . ' a r )

Es kreist also um die a-Axe im positiven Sinne der

cycl ische Energiestrom :

I  ^ -  e . n c  p  [ p  p + l \  7 - .
f _ -  . ( o z - * . r { ) -  - . t r  l . . . . h )J '  

41 4rc r3 Yni  r ;  /

32. Nun nehme ich den Magnetstab fort und lege daftir

durch die a-Axe eine uuendlich ausgedehnte Ebene S, die auf

beiden Seiten eine elektrische Belegung hat, auf der einen eine

positiv elektl ische von der gleichförmigen Flächendichte o, auf

der anderen eine ebenso grosse negativ elektrische -o' Diese

Belegungen ändern also das elektrische Feld des Pünktes e nicht.

Nun sol len s ie mi t  e iner  an jeder  Ste l le  constant  b ie ibenden

Geschrvindigkeit bewegt werden, deren Compouenteu für die

positive Belegung seien, wettn man die Ebene S als r-a-Ebene

wähl t :
/ z - P  z - ( P + l ) \  . / x  r \
( : - :  ) i  

^ (  -  - F  r -  t  . . . c )
'  r i  4  /  1n i  4 /

t .für die negative Belegung dagegen -a,



Da Dt - O. so ist die Strömung der elek-
l)a trun: n" 

+ 
A"

trischen /uuro"i"n"n cyclisch, die Dichtigkeit o u'd -b uteiut

überal l  ungeändert  : - [  ,o ia
Wie der  Rowland'sche Versuch bewiesen hat '  is t  d ie

Bewegung elektrischer Partikelchen mit ebensolchen magne-

tischerr Kräften ,,",bl,nd".,, wie ein elektrischer Strom. Die

ä;;,;; Jer Flache';:::,"::T;l.omes sind: 
d)

Die magnetische Kraft dieses Stromes iässt sich leicht

berechnen,  wenn man bedenl<t '  dass: ,

l . d a s L i n i e n i n t e g * t a " ' K r a f t u m e i n e g e S c h l o s s e n e

Curve, die die Ebene ä"t St'or' l"s nicht schneidet' Null sein

t"tt;. 
das Linieninteglal um eine die Ebene schneidende

Ctrrve den Werth +nJ iat'wenrr / der durch die Curve tretende

elektrische Strom ist'

Bilden wir das Linienir-rtegral 1ängs eines schmalen' unend'

-+-" i',"1,:i:'".Tä1Täff 'l:? ?rf::'iJ
-dE--  

t tnJ dut  d ie Ebene S in dem Lin ien
b-ig' 7' 

element rlr schneidet' so ergibt sich

weun -L, und Z, die X-Componentelr del magnetischen Klaf

zu beiden Sei ten der  Ebene s ind:

(Lr-Lr)d'r : 4x'c 'd'x,

I  1 6 0 G .  l { i e '

a lso :

Ebetlso, wenn N, und ' l/, die

Sei ten der  Ebene:

L r - -  + Z r c c ,  L r :  - Z n c '  "  ' e 1

z-ComPonenteu zr l  beide

N, - -  -2na,  Nr :  +Zna'  '  "e2

Gehen wir  wieder  zu dem Coordinatensystem det  z '

trber, so ergebeu sich ir-r dem eiuen der beiden Gebiete'

*"i i". die-Eoene S den Raum theilt, sage^ wir dem vordet'er

[ o  p \
4 rco . \ : "  -  -F  

) ;
\ r r  ' 9 tQ , :

i z - P  z - ( P + l ) \
^N'r - -tno



t

Energieüb er t raguug'

in  dem anderen'  dem hinteren Gebiet :

1 1 6 1

6 )

e,:.-4no (+ - +),
/  z - r  z - ( p + l ) \N,- -ra\Z---e',,

Nun lege ich an dieselbe Stelle, wo sich früher der Magnet-

stab befand, einen anderen von derselben Länge l, aber von der

ln
halben Polstärke "' F erner setze ich fest, dass die Flächen-

2 r *
dichte der elektrischen Belegung o - 

fr 
sei' Dann ergibt sich

in dem vorderen Raumgebiete die magnetische l(raft:

t *n , - * l :4  f r ) -o
# **  -  * (T-" -@+t) )  -  w

Im h interen Raumgebiet  dagegen:

Q +o,- o, { -r '^/" = o. ' " l ')
2

Es muss also der Enelgiestrom im hintet'en Raumgebiete

Nul l  se in,  im t rorderen dagegen,  wo ganz d ieselben Ver-

häl tn isse herrschen,  wie in  dem vorher  beschr iebener-r  Fal le

lsiehe Gleichur.rgen a)], rnuss er atlch dieselbe Intensität fr

fGleichtrng b)) haben.

Der Ene|giestrom verläuft jetzt ir-r Halbkreisen, er ist nicht

mehr cyc l isch.
In der  That  beschreibt  er  d ie Verhäl tn isse r icht ig '  Bei  der

Bewegung des positiven Elektricitätstheilchens o.ds an einer

Stelle z : ärt r - x, mit der Geschwindigkeit (a, '1) im Felde

des elektrischen Partikelchens e gervinnt man die Leistung:

/  , r t ; \  a . e . f i .  /  ^  z r r l \
( ! L \  -  o . z / S .  ( Z o . + R . i  :  # - t + - !  ; ) . d s .
\ a t / t  r '  \ " i  r ;  /

Genau dieselbe Leistung gewinnt man auch durch

Bewegüng des Thei lchens -6 .dS an derselben Ste l le '

Ganzen also, wettn man bert-icksichtigt, dass o : L, i" '
8 n

d i e

Im
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L . ) ' . r+M.  p . r+N.  v ,

L.) ,r+ M. p,,  {-N. v,

- r  J C  ; \- J a ' w v '

G .  M i e ,

d E  r u . e  t 1  |  P  P * l \  ' o
: . 1 _ _ _ i , L t J

ctt 4rc 7'3 \ 
"i 

ri /

Ebenso muss man den Thei lchen o 'z lS und -odS an der

Stelle a : zr, fr : -rr diese Leistttn1 -fi.dS zuführen'

D u r c h  d e n  A t h e r  w i r d  i n  F o r m  e i n e s  a u f  e i n e r  h a l b -

k r e i s f ö r m i g e n  B q h n  v e r l a u f e n d e u  - E t l e r g i e s t r o m e s  ; f ,

d i e  a r r  e i n e r  S t e l l e  @ r ,  - x r ) . z u g e f ü h r t e . L e i s t u n g  n a c h

d e r  S t e l l  e  ( z r ,  * r r )  ü b e r t r a g e n '  w o  s i e  w i e d e r  a b g e -

n o m m e l l  w e r d e n  k a n n .

D e r  E n e r g i e s t r o m  i m  s t a t i s c h e n  F e l d e  i s t  n u r  e i n

z t f ä I l i g  c y c l i s c h e r ,  e r  l ä s s t  s i c h  v o l l s t ä n d i g  r e a l i -

s i r e n .
Der wirkliche Energiestrom'

3 3 . D a s i m l e t z t e r r A b s c h r r i t t e b e n ü t z t e V e r f a h r e n l ä s s t

sich verallgemeinern. Ich nehrne an, dass die Materie in dem

elektromagnetischen Felde sich nicht ber'vegt' Es sei durch

eine geschlossene Oberfläche S aus dem elektromagnetischen

Felde ein Raurngebiet G ausgeschnitten. In dieser Fläche s

seien die Grössen L, M, N, 8, Dt, yt, X, Y, Z, ff, U, 3 und die

Componenten des elektriscl-ren Leitungsstromes 4, b, c gegeben'

Die Richtungscosiuus der nach inuen gerichteten Flächen-

normale m seien: tr,F, V, ferner die Richtungscosinus zweier auf

einander senkrecht stehenden Tangenten nt und nri 
'11, 

l\1, \r

uncl tr2, pz, vs. Die Drehrichtung voll n, nach m, sei positiv,

wenn man von aussen nach innen durch d ie F läche s ieht '

Die Lir-rien 'w, M11 M2 können aufgefasst werden als Tangenten

an die Schnittcurven dreier orthogonaler Flächenschaaren

F( * , ! , 2 )  -  k ;  F r ( r , y , z )  =  k r ;  F r ( r , y , z )  -  h ,  S  se i  e i ne

F1äche der  Schaar F(* ,y 'z)  -h.  Es s ind nutr :

8.) . - r fJ t .p+t | .v  -  B

f l . I + S . ' * { - 8 . v  -  D
a)

die Dichten der Kraftl inienschnitte auf $ ferner:

Hr X. ) ' r r -Y .gr+2.v ,  =  P ,

H2 X. i ,  - r  Y .1t"r* Z.v,  :  P,

die zur Oberfläche parallelen Klaftcomponenten.

b)
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3 4 . E s S o l l e n t l u n ü b e r s z w e i m a t e r i e l l e S c h i c h t e n v o n

folgender Beschaffenheit ausgebreitet gedacht werden :

l .D ieäusse reSch i ch t so l l e i r - r eungeheu reAnzah |unend -

lich kleir-rer Magnetnadeln enthalten, deren Axen parallel ztt S'

und zwar so gerichtet sind, dass ihr freier Magnetismus überall

die Flächenclichte dt - :- besitzt'

Ist rn die Stärke eines Poles, so muss also die Summirung

über alle in clem Flächenelement dS euthaltenen Pole ergebetl:

p

,  X ' r y - 6 t t ' d s - : -  ' d s '  " ' c )
+ E

Diese Bedingur-rg kann bei genügender Zahl und Stärke

der Nädelchen immer erfüllt werden, da

B.d.s -- 0.

Ausserdem sollen die Nädelchen Drehungen innerhaib der

Fläche S um ihre Mittelpunkte erfahren, in der Weise' dass'

wentT w die Polstärke, p, ttnd p, die Geschwindigl<eitscom-

ponente des Poles nach lat vtnd n, sind, die Sttmmirung über

al le  Pole in  dS erg ib l :

i

P

\w .F, - b1 . dS -- +- -:2- . dS

\ p

\ r n . 9 z -  b z ' d S  -  - : - J '  ' d S '

p- P.
6 . -  

r , z  
, b . , -  - *  s i n d

L  A  4  '  /  4 t
l l t

Flächendichte des magnetischen Convectionsstromes auf S'

P, und P, sind die in b) definirten Grössen'

2. Die innere Schicht soll von einer ungehettren Auzahl

e lekt r is i r ter  Par i ike lchen,  posi t iven uncl  negat iven '  gebi idet  se in '

die so vertheilt sincl, dass die freie Elektricität t iberall eine

n
Dichte o '  -  |  hat .  Is t  a lso e d ie Ladung e ines Part ike lchetrs '

so muss d ie Summirung über a l le  Par t ike ln auf  dem F' lächen-

stück dS ergeben:

d)

aiso d ie ComPonenten der

I
t



t 1 6 + G .  M i e ,

x e _ o / . a s _  
D  . a s .  . . . e )
4 r

AusEerdem soller-r die positiv geladenen Theilchen sich

sämmtlich mit einer Geschwindigkeit auf der Fläche s bewegen,

dererr Componeuten :nach mr und tt 'r, a', und a, sind, die nega-

tiven mit der Geschwindigkeit -ai, -d'z; uud zrvar sollen

diese Grössen a,  und a,  so best immt sein,  dass:

TI

a.r , ! [e]  :  ar .ds -  - .  
+ .OS

tf
a . r . X [ e ]  :  A z . d S  -  +  

;  
. O t ,

wo ie] den absoluten Betrag der Ladung e bedeutet'

H, l+
d t -  - f f i  

" "a  
a r :  

#  
s i nd  a l so  d ie  Componen ten

der Flächendichte des elektrischen Convectior-rsstromes auf S'

IJ, und -F1, sind in ä) definirt.

35. Erstens 1ässt sich nun beweisen, dass, solange man'

die magnetischen und elektrischen Strömungen' wie es in d)

und, f) geforclert wird. im Gange hält, d.ie Vertheilung des freien

M a g n e t i s m u s u t r d d e r f r e i e n E l e k t r i c i t ä t i m m e r v o n s e l b s t d i e
B D

Dichte fr "nO 
jf annimmt. Ich zeige dies für die elektrische

Strömung.
Sei c l ie Gleichung der Fläche S:

F(r, !, z) : h,

die einer unendl ich benachbarteu, s ie umhül lenclen Fiäche s/

F( r ,y ,Q -  k+dk ,

sei .1er Abstand zwischen s und s/ an einer stelle dn, seien dit

Projectionen vorr d'n auf die Coordinatenaxen d*, dy't, dz, so is

offenbar:

L.a , *+  oo*+ .d .2 :dk ,

f )
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\ . R  -  D L ,  p . R  :
a F ,  u . n -  ? F '  . - . h )
D y '  D z

Ferner  seien d ie e lekt r is i r ten Part ike ln über  den ganzef i

Zwischexäum zwische. S und S/ gleic6mässig vertheilt, so

dass o/  -  r t  .d 'u ,  wenn t '  ihre räuml ic l - reDichte bedeutet '  Ferner

sol l  d ie Bewegung nur  auf  F lächen der  Schaar F:  const '  vor

sich gehen, so dass clie Vertheiluug zwischen S und S/ gleich-

mässig b le ibt ;  d ie componenten der  räuml ichen Stromdichte

nach n, und n, sind also: fi 
ur'ta "ffi-, ai" Componente nach

n ist mit all ihren Abieitungen gleich Null '

Die Componenten der räumlichen Stromdichte nach den

Coordinatenaxen o' b, c, sowie ihre Ableitungen ergeben sich

daher,  wenn man setzt :

a.dn -  ar) ' . r+ar) ' r ,  b .dn :  a tp, r*c l2f t2t

c .dn  =  a rv r l a r v r .

Benutzt man nltn die Gleichtingen f) und b) und berück-

sichtigt, dass

prvr-p.rv, : )., vr).r-vr)., I p,, )..P,r-).rP,, - v,

so  e rhä l t  man :

4nsd.u.  -  (N.W-M.v) ,  4rbdn -  (Zv- , I / ) ' ) ,

4ncdu - (M)'-L'p"'t,

oder nach g) trnd k):

4nd'k.o - (ur. lI- -u.+),
,  o . !  o z t

4tcd'k.r - (r +f -". +),\  D z  o t v /

4rdk ,  _ (* #_, E),
wo 4n.dk e in constanter  Factor .

\

i)
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clat . d.S : d^q.dS - d'n- I" ' dt -

Es is t  a lso:
dD

Nenne ich nun die Elektricitätszufuhr ' in das Raum'

element dc, während der Zeit dt: d'\ 'dt, so ist nach der Con.

tinuitätsgleichung:

d ' n  l } a  A b  A t \
t : _ _ l  _ F'  

d t  
-  - \ a t  

D Y  D z l

Setzt man nun aus y' die Werthe für s' b' c ein und benutzt

nach Ausführung der Differentiation wieder g/ und k)' so er-

g ibt  s ich:

Än |  laM aN\  laN El ,  \  '
4 n .  

* ' t  
. d u -  - { i . (

d t  \ " \ a ,  a y / '  
'  

\ a ,  D z /
AM\
^ l
d v t

I .
)Dr

Dies is t  aber  nach den Maxwel l 'schen Gle ichungen:

r . -  /  . tX\  /  
'  

dü\
4 n .  

o T  
. d n  -  \ . . ( + r a +  * )  r - p  . \ 4 t b +  z ' l  +

d t  \ ' - - - '  c t l /  \  d t l

* , . (  nn,* j8- j  . . .k )
\  d t /

Mult ip l ic i rerr  wir  die Gleichung h) mit  +#'  
so erhalten

ctp. ctS . d,n - Iu ' o, * j; ' dP ' asat'
= l r

Da nun von der auf rlS befindlichen Elektricität während

der Zeit d.t dieMenge fn-d't nach G hinein fortgeführt wird' sc

beträet der Zuwachs der Elektricität auf dS:

t)

dD

dal

4 nat a t

A - dt
dsdt.



Enet g ieübertragrrug'

Es behäl t  : /  imtner  6"n 1Y.r , i t  
4  '

Geuatt
D

' '  J )
wer th  ; -

Wir haben zunächst  das fo lgende Resul tat :

S o l a n g e  d i e  e l e k t r i s i r t e n  P a r t i k e l n  E  u n d  d i e

N l a g n e t p o l  e  ' t ' t o  d i e  d u r c h  G l e i c h u n g  - f )  u n d  d )  v o t '

g e s c h r i e b e n e n  B e w e g u n g e t l  a u s f ü h r e n ,  e r l t a l t e n  d i e

e l e k t r i s c h e n  L e i t u n g s s t r ö m e  i n  d e m  R a u m g e b i e t  G

i h r e  g a t z e  E l e k t r i c i t ä t s z u f u h r  a u s  d e r  e l e k t r i s c h e t r

B e l e g u n g  d e r  S c h a l e  u m  S ,  u r - r d  d i e  V e r t h e i l u r . r g  d e r

f r e i e n  E l e k t r i c i t ä t  u n d  d e s  f r e i e n  M a g n e t i s m u s  i u

, ' l e n  R e l e g r r n g e n  b e h ä l t  i m m e r

.D
L t l l u  )  -  - .

36.  Wei ter  der- rke ich mir  nun a l le  e lekt r ischer-r  r tnd magne-

t ischen Körper ,  wenn man wi l l  sogar a l le  Mater ie aus der  Um-

gebung des Gebietes G entfernt, und dieses 1ll lr von den beiden

beschri ebenen Schichter-r umhü11t.

Dann lässt  s ich zwei tens zeigen,  dass d ie e iekt romagne-

t ischen Vorgär tge in  G s ich unter  d iesen e ingebi ldeten Um-

ständer-r in genau derselber-i Weise abspielen müssten, wie sie

sich unter den wirklichen Umständen abspieler-r, dass hingegen

ausserhalb G alle Kräfte Null sein müssten.

Der Beweis ist geiiefert, wen1l man zeigt, dass die be-

hauptete Vertheilung der elektrischert und magnetischen Kräfie

den Maxrvell 'schen Gleichunger-r genügt' In G, wo die Vorgänge

gegeben sit.rd, und ausserhalb G, wo die Kräfte Null sind, ist

dies selbstverständlich der Fa11' Der Beweis ist ntlt '  für die

rrnmit te lbare Umgebung der  beiden von L l l - ts  coust t 'u i | ten

Schichten zu führen,  und zwar s ind h ier  fo lgende v ier  Behat lp-

tungen zu beweisen:

I u. dr. cos(.I1. s) - 4ir-{
t '

Js

n)

f

l f  . a s . c o s ( P ,  s )  -  - 4 r J  ' - . o )
t "

Si tzb .  d .  mathen. -na tur lv  C l  ;  C \ / I I  Bc l  ,  Ab th .  I I .  a  77

1 t67

in  dersdlben Weise tb igt ,  dass o/ /  i lnmer den

behäl t .

d i e  D i c h t e  o ' -  f -
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w o :

n )' r /

. s )

r
t -

t

G .  M i e ,

B .dF.cos( ,B ,  N)  -  0

D .dF .cos ( -B ,  N )  -  4ne ,

H, B magnetische Kraft und Indtlction,

P, D elektrische Kraft und Verschiebung,

s e ine geschlossene Curve,

I, J d,er durch sie hindurchtretende elektrische und magne-

t i  sche Convect ionsstrom,

F e ine geschlossene Oberf läche,

-ly' ihre nach aussen gerichtete Normale'

e die wahre Elektricitätsmenge in .F'

Es seien S/  und S/ i  zwei  F lächen aus def  Schaar

tung haben.
Bi ldet  man nun d ie L in ienintegra le von 1{  uud P um die

ist z. B.:

I  H  ' ds . cos ( } / ,  s )  -  17 ,  ' d ' r -  4 ta ' ' ' d r t ' '
- t (di l ,  d i l t l

rvo nach Gleichungy' a,d'n, der clurc1-r das Rechteck (dn'dnt)

tretende elektrische Convectiot-lsstrom'

Sei  S/ / /  wei ter  e ine Fläche,  d ie zwischen den beiden



Energieübertragung. I  1 6 9

(dnt, dnr) ist Null, da durch sie nur ein magnetischer, aber kein
elel<trischer Strom geht. Hieraus folgt, dass die magnetische
Klaft If ausserhalb der Schale S/// nur noch eine Componente
nach der  F lächennormaTe n hat .  Nennen wir  den auf  den v ier
Schnittflächen (d.n', d.nr) und (d.nt, dnn) befindlichen freien
Magnetismus tr 'tr1.,t/12, MB, M4, so ist, da -FI keine Componente
senkrecht  zu d iesen Flächen hat ,  der  aus ihnen austretende
I  nduct ionsf luss:

4 n . (no, -+,n4 z + 144 B * wr. n).

Der aus der äusseren Fläche dStt(dtor, dnr) austretend,e
Inductionsfluss ist nach Voraussetzung Null, der aus der
inneren dS/ / /  h ingegen (8. ) .+üt .p+yt .v) .dnr . t inr .  A lso is t  der
garze Induct ionsf luss aus dem unendl ich k le inen Paral le l -
epipedon F:

I

l,B . dF .cos (.B, l/) - (8. ). + flJt . p-+ yt . v) . dnr. d.r,r., *

-f 4 n . (tn r -t tox z -+- 114 t * * n) .

Da die Pole einer jeden Magnetnadel entgeger-rgesetzt
gleich sind, so muss der auf dem Schaler-rstück elnr.d.n, befind-
liche freie Magnetismus att .dmr.d.u, entgegengesetzt gleich sein
der  Summe tmt+!mz+/n,+/n4,  a lso i

4n.  ( tnr*on2*ntu*nt  n)  
-  -4vat t  .dn.  dn,  -  -B .  dnr .  du,
-  - ( ,8 .  ) .+SJt .  p .+Yl .  v)  .  durdnr .

A l so :

- 0 .

Es bleibt noch die vierte Behauptung q) zubeweisen. Ztt
det.r Zwecke denke ich mir aus der Schale S/S///, rvelche die
elektrische Belegung er-rthält, ein Stück FtFttt ausgeschnitten,
so gross, dass die seitl iche Begrenzung gegen ,F/ und Fttt vet-
schwindend k le in is t ,  Dann rednci r t  s ich das Oberf lächen-
intesral

frn . nr.cos (8, N)

l - ,  - , , n .dF .cos (D ,  N )  au f
J F ' F " '

I

I  ( .T . I+D.  u . - f  -q  .v \ .  dF t .
JF' 

'

77x
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Nach GleichLlog e)  ergibt  s ich datrn:

D.dF .cos (D ,  N )  :

in  G dar .

Der dr i t te  Thei l  d ieser  Betracht t tng

Berechnt lng der  Energie l ibet 'gänge tn

zu befassen.

hat sich null mit der

d iese N4echanismerr  M

f  nn'o ' .d,Ft -  4rt ,
t E l

wo e die wahre trlektricität in dem Schalenstück TitFII| bedeutet'

Wir haben das Resultat:

E n t f e r n t  m a n  a l l e  e l e k t r i s c h e t l  u n d  m a g u e t i s c h e n

K ö r p e r  a u s  d e r  U m g e b u n g  v o n  G  u n d  t l m h ü l i t  d a f i l r

d i e  O b e r f l ä c h "  S  m i t  d e n  b e i d e n  d u r c h  c l i e  G l e i -

chungen  t )  b i s  f )  cha rak te r i s i r t en  S"n ] . "n ' " . 11 , - l l

ä n d e r t d a s a n d e n e l e k t r o m a g n e t i s c h e n V o ' r g ä n g e n
i n  G  t l i c h t s '  A u s s e r h a l b  G  s i n d  d a n n  h i n g e g e n  a i l e

K r ä f t e  N u 1 1 ,  d i e  e l e k t r o m a g n e t i s c h e n  V o r g ä n g e

s p i e t e n  s i c h  l e ' l i g l i c h  i n  G  u n d  i n  d e n  u m h ü l l e n d e n

S c h i c h t e n  a b '

3 T . D u r c h S i s t a u s d e m e l e k t r o m a g r r e t i s c h e n F e l d e e i n

Stück ausgeschnitten, in welchem die Vorgänge allein durch

die Bewegungen auf S in derselben Weise im Gange gehalten

werden können, wie durch die wirkliche umgebun g' Alle zu'

fuhr und alle Abnahme von Energie muss dann.fulcf Otu-:l l

hüllenden Scl-richten geschehen' weil ausserhalb S der Ather

uötft* it ruhigen Gläichgewicht verharrt ' Wir denken uns nLlrl

die Bewegungen der Partikeln auf S durch eigene Mechanlsmen

hervorgebracht, die jeder auf einen 
' l 'heil F von S wirken' ohne

irgendwie in Zusaämenhang miteinatlder oder mit atlderen

I(örpern zu steheu' Diese \4echanismen l<önnen nur dttrch die

Fläche F Energie aufirehmen oder abgebetl '  durch sie wird also

d,et' ganzeEnergieitbergang durch F realisirt '  da ja auch die

Bewegung der elel<trischen und magnetischen Parti l<eln auf F

nur ciurch cleu elektromagnetischen Zustalrd' in dem an-

stossenclen Thei l  von G geregel t  wi rd,  mi t  den Bewegungen

auf  den anderen Thei ien von s aber  gar  n icht  in  Zusammeu-

hang steht '  Es s ind a lso \4echalr ismen M im Sinne der  Nl"  9;

clie Beiegutlg auf S stellt ihre Verbindung mit dem Ather
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Zunächst  is t  le icht  zu sehen,  dass d ie äussere,  magnet ische

Schicht an der Energieübertragung nicht betheil igt ist. Denn

die magnetische Kraft H hat keinen Einfluss atrf die paralleL

zu S vor sich gehenden Bewegungen der Magnetnädelclren, da

sie,  wie in  Nr.36 gezeigt  wurde,  senkrecht  auf  S steht ,  ebenso

wenig nattir i ich die elektrische Kraft. Sollte die Bewegung der'
Nädelchen also Energie erfordern oder Energie abgeben, so

kann dies nur auf Kosten der der n-ragnetischen Schale selber

e igenen Energie geschehen,  d ie wohl  von der  Anordnung der

Näde1ci'ren abhängen l<ann.

Hieraus folgt, 'dass die ganze EnergieübertragLrng aus G

in die Mechanismen 1l[ durci-r die elektrische Schicht allein

vermi t te l t  wi rd.  Wir  können üns daher d ie magnet ische Schicht
ganz wegdenken,  es werden dann a l lerd ings auci r  ausserhalb S

elektromagnet ische Vorgänge s ich abspie ler- r .  Diese haben aber

ar-rf die Energieübergänge durch S keinen Einfluss.
Die Energie,  welche durch d ie Bewegung der  e lekt r ischen

Part ike ln in  Mgewonnen wird,  berechnet  s ich für  jedes Flächen-

elemerrt dF, wie folgt:

de .dF  -  (P ra r . I [ e ]+P ,  . o . r . \ l e ) ) c l t  .  .  . 1 , )

oc ler  nach Gle ichung y ' :

4, _ J_.(p2rrt_pJrz).
+IC

Diese Energie kann n icht  aus e inem etwa in der  e lek-
trischen Schicht vorhandenen Energievorrath stammen. Denn
sie wäre bei  denselben Anderungen innerhalb c i ieser  Schicht
Nu1l, wenn nur P, und P, oder -EI, und I/, Nuil i ,väret. Das
System M mit der zt ihm gehörenden elel<trischen Haut F
gewinrr t  a lso d ie Energie:

s D  1  n

+ -  - -  I  (Pz.Hl -Pt .H) .dF -
d t  4 n  J e '  

'

- 1 f ,,.r,
4rc Jp

wo P5,  l1s d ie Klaf tcomponenten l lS.

sir-r (P5, Ifi.dF,. . s)
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Damit ist, allerdings l lur unter der Vot'attssetzullg' dass

die Materie im eiextroriagnetischen Felde sich nicht bewegt' l

der  Satz bewiesen:

D i e e l e k t r o m a g l . l e t i s c h e E n e r g i e ü b e r t r . a g u n g l ä s s t

s i c h  l o c a l i s i r e n .  D 1  r  V e c t o r ,  d u r c h  d e n  s i c h  a l l e  r e a l i -

s i r b a r e n  E n e r g i e ü b e r g ä n g e  b e r e c h n e n  l a s s e n '  i s t  d e r

P o y n t i r - r  g ' s  c h e  E n e r g i e s t r o  m '

Maasseinheit.

3 8 . t r ü r d i e S t r o m s t ä r k e d e r e l e l < t r o m a g n e t i s c h e n E n e r g i e -

übertragung ist eine besoudere Einheit eingeführt' füf die

Intensität des Stromes nicht' Da mau das I-inier-rinteglal der

elektrischen Kraft in Volt, das Linierrintegral der magr.retischen

Kraft (unter Hir-rzufr-rgur-rg des Factott 
;-) 

in Ampöre misst' so

ist das Flächenintegral des Poyr-rting'schen Stlomes' d' h' die

Stromstärke der  Energie '  zL l  messen ln der  Einhei t  1  Vol tX

1 A m P ö r e - l W a t t '
Die Inst rumeute zur  Messt ing des e lekt romagt let ischeu

Energiestromes nennt  manWattmeter '

E in besonderes Gebiet  b i lden d ie Messungen des Energie-

stromes bei sehr rapidän elektrischen Schwingungen (Strah-

lungen). Hieztt bentitzt man Bolometer' Radiometer etc'

Gesammtstrom'

39. Wenn man von den noch unerforschten Energieübel-

gängen durch die neu entcleckter-r Strahlur-rgen und durch die

Glavitation absieht, so ist gezeigt worden' dass die vier tm

ersteu Abschnitt aufgestellten Er-rergieprincipe alle der Erfahrung

entsprechen, dass ti"ft utl" Energieänderungen in der Natur

folglich durch wirkliche Energieströme schildern lassen'

Diese Energieströme setzen s ich durch Superposi t ion aus

fo lgenden Einzelst röme1l  zusammen:

1.  Convect ionsstrom; bewegte Nlater ie führ t  ihre Energie

m i t  s i ch .

r Die Verallgemeinerullg für' bewegte Kör'per behalte ich mir für

spätet 'e Untersuchung vor '

e lne
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Grösse:  Energiedichte X Geschwindig l<ei t :  fo  :  e .  r , r ,  Rich-
tung: Geschwindigkeit co.

2. Mechaniscl-rer Leitungsstrom; der Energietiberträger.
bewegt  s ich unter  Druck.

Grösse:  Druck auf  dem zur  Bewegungsr ichtung senk-
rechten Flächer-re lementXGeschwindigkei t :  f r :  Pu, .o,  Rich-
t r r n o ' f ) r r r e l r  P

3.  Thermischer Lei tungsstrom ;  der  Energieüber- t räger  le i te t
Wär'me.

Grö s s e : Te m p eratu rab fal 1 X Wärm e I e itun gs c o öffi c i e r-rt, Ri ch-
tung: In isotropen Körpern Temperaturabfall, in anisotroper-r
spi tzrv ink l ig  zum Tempelaturabfa l l .

4 .  Elekt romagnet ischer  Lei tungsstrcm; der  Energieüber. -
träger ist der Ather.

Grösse: Elel<trische Kraft X m.agr.retische Kraft )( Sinus des

eingeschlossener-r  Wir . rke ls :  f r  -  -L P . I { .s ip,  (P,  H) ,  Richtung:
+'tE

Senkrecht  sowohl 'zur  e lekt r ischen,  a ls  auch znr .  magnet ischen
Kraft.

Nul  wenn mindestens e iner  d ieser  Vectoren von Nul l  ver-
schiedene Wel the hat ,  ändert  s ich d ie räuml iche Verthei lung
der Energie,  nnd umgel<ehrt ,  rvenn e iner  von ihnen von Nul l
verschieden is i ,  lässt  s ich der  ihm entsprechende Ener.g iet iber-
gang immer voliständig realisirer.r. Freii ich können sie aucl.r
zufä l l ig  cyc l isch ver laufen,  mi t  Ausnahme des thermischen
Lei tungsstromes,  der  e inen n icht  umkehrbaren Vorgang dar--
s te l l t .

Anhang I.

Bewegung einer elektrisirten Kugel von endlicher Aus-
dehnung.

Um das in 28.  behandel te Probiem auch für  e ine Kugel
von endl icherAusdehnung zr- r  lösen,  entwick le ich1{  unter  Bei .
behaltur-ig der in 28. benützten Bezeichnultgen, in eine doppelt
t tnendl iche Reihe nach Kugel funct ionen.
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Ich setze näml ich:

r -  i  iq t " ) ( , )  (s " 'Y . ( t " )  *  P+g l ) , '  "a )
r  -  

/ ' " ,  L Y n  
\ - / ' \  r r  r z  l

0 0

r,vo gf) die vte Ableitung einer Function g"(s) bedeutet '  über die

spater verfügt w"rden wird, $r,n eine Function bedeutet '  { ie

foigender Differentialgleichung genügt:

S # , . ( 1 - p t ) { - $ , , n ( n - v ) ( n - v + 1 ) -  |  . a

_  2ö .  (S i , , " - , . ( r -p . t ) -  (n -v  +1) '  p "$" , " - r )+D 'S ' ' " -z  )

. r rn '  b :1 -k2  :  
^ '  

und  fü r  Sn, * ,  wef ln  r {0 '  Nu l l  e iu -
v v v '  v -  

h z  V z - a z

zusetzen is t .

Alsdann befriedigt ;f die Gleichutlg

a r _ f  . 8 2 . f  I  a f _ 1  . 3 2 f  -  0 .- -i- Trc

Dzz Dp, p AP v" Etz

Die Werthe der Functioneu !p,, ' lassen sich mit Hilfe der

von Heinet ats Sf') L-rezeichneten ga1'lzen Functionetl aus-

drücken, die ich Oer Kti '2" halber $' nennen werde' Es ist

a lso:
(n+1) l  d t t - tQf  - - l ) ' t  für  r r  >0

ß', : t lZn)l ---dpl- rlrr "

S o : t r

S - r = 1
T - z : ' . . - S - , , - 0

Sa genügt der I)ifferentialgleichung:

Sf l ' ( 1 - t - " )+  n ' (n  +1 ) ' $ "  -  o '

Ich setze daher:

$ , , 0  :  $u '

c/

\

d)

Ferner lässt sich mit Hil le dieser Functionen $n auch für

jede Differentialgleichung folgender Form eine Lösung flnden:

I  Heine.  Handbuch d 'er  Kugel funct ionen'  I '  S '  152'
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! "  . ( l -p . ' )+m. .y

Man hat l 'rur zu setzen:

o. ißi

i . ( i  + 1 ) - m

Weiter gel ten die Recursionsformeln:

ßL+", .\1 - nz) - (to -v) . $u p" - 1t 
- - (2 n + nx -v + 1 ) . $"1,,-p r -f

( n + m  + 1 \ ( n + r u - 1 )
+  (w+v)  

C;+2. tn ;DA;4+2 i4n- t )  
'F r+ar - t '  ' ' ' f )

J .

trs ist nun leicht zu sehen, dass das Differentiaigleichungs-

system b) befiedigt wird dttrch Functionen folgender F'orm:

p,,,u : Dfj,),.F,1,+.öl?)".F"+,_e+. . . +öt;], .pn_,a2, g)

wo die 0,,,, Constanten sind. Setzt tr,an nämlich für ipr,v-r,

ß,,,,-2,. . . ihre avs g) ersichtl ichen Werthe in die Gleichttng b)

ein und wendet man daun die Formeln -f) un, so erhält man

eine Gleichung von der Form e), die durch eine Function g/

lösbar  is t .  Man s ieht  zugle ich,  dass s ich für  d ie 0, , ,u  Recurs ions-

formeln ergeben,  aus denen s ie s ich vol ls tändig berechnen

lassen;  s ie setzen s ich aus e i r - r igen Potenzen der  Grösse D,  ver-

bunden mitZahlenfactoren, zusammelt und verschwinden mit ö,

rn,enn v > 0.
Es sind nun in dem Ausdruck a) noch die Grössen g"(s)

z l r  best immen. Das geschieht  durch d ie Bedingung,  dass d ie

Kraftl inien auf der Oberfläche des kugelförmigen Körpers senk-

recht steher-r sollen. Es sei die Gleichung dieser Oberfläche:

r r== h.( ] ,  welche e in abgeplat tetes Rotat ionsel l ipsoid mi t  der-

z-Axe als Rotationsaxe darstellt. Ist k naheztt 1, so ist der

Körper nahezu eine Kugel.

Ersetzen wir  nun in dem Ar- tsdrucl<:

a f  a f  b f  a f
fi . G-zl - # 

. p - - 
#,. r, o -;;, . (r, . F,F,- r,(t - rr3)) +

A r  ^  I  r ' . u . \
+ #  . ( t - p i l . ( p , + # )

0'*z \' 
- Tz /

1lz

- \ t- L
1 l t

e)
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, l ie Grösse1 ,/z und p,, -t lberall durch (t, *r, s mit Hilfe der

Beziehungen:

r f , :  r l + 4 s 2 + 4 s  - ( 1 . * r t  ( z ' V z :  2 s - r 1  ' p " p

so dass man erhäl t :

af  ,^  a /  . t , . .
j ; . ( s - z ) -7 i 'O :  t f  ( / 1 r  F r r

so ist die gestellte Forderttng erfüllt, wenn

rr :  ha ident isch verschwindet '  Dies is t  der

s ) '  t '  ' k )

,| für den Werth

F'a11, rvenn:

In den Gleichungen y' kommt als eir-rzige Variable die

Grösse s vor. Sie stellen aiso ein Differentialgleichungssystem

für die gr(s) vor, durch weiche, wie eine genauere Überlegung

zeigt, diese Grössen g als Functionen von s und b völl ig

best immt s ind.  Es sol l  h ier  auf  d ie Deta i ls  der  Rechnung n icht

eingegangen werdell. Für den Fall ä - 0 (elektrostatisches

erJtem; ist die Berechnung von Maxwell dulchgeführt' sie

fir-rdet sich in dem ,Lehrbuch der Elei<tricität und des Magne- -

t ismuso,  Bd.  I ,  Übersetzung,  S '  228 f f ' ,  wo mal l  n t l r  fu=:o ' '

B:  -A,  c :2s zu setzen hat ,  um unseren Fal l  zu erhal ten '

Anhang i i .

DieLocalisirbarkeitderbekanntenEnergieformen.

Ausser der  k inet ischen Energie kennt  mal l  l lur  d ie im

Folgenden auf gezäh|len Energieform en'

1 .  E n e r g i e  d e r  e l a s t i s c h e n  D e f o r m a t i o n '

Wenn ei r - r  Körper  e i r . re e last ische Deformat ion oder e ine

Volumändelung elfäl-rrt, so etltsteht eine localisirbale Form der

. ,



Enelgieüb er t raguug.
<  1 - -
t t t  I

Energie.  Denn bekannt l ich l<ann man jedes Körperelement  a ls

selbständigen Körper auffassen und- aus seiner Deformation

das ihm'zukommende Energiethei lchen berechnet l .  Dt t rch e in-

fache Summat ion erhäl t  man d ie ganze Energie ' l

,  2 .  O b e r f l ä c h e n e n e r g i e .

Wenn sich die Ober-fläche eir-res Körpers' sei er f lüssig

oder fest ,  vergrösser t ,  so er langt  er  in  Folge der  Oberf lächen-

spannLlng Energie,  d ie in  der  Oberf lächenhaut  local is i r t  is t 'z

3 "  W ä r m e .

Wenn s ich d ie Temperat t t l  e ines Körpers ändert ,  so

gerv innt  jedes Körper thei ichen seinen best immten Betrag au

Energ ie .
4 .  S t r u c t u r e n e r g i e ,  c h e m i s c h e  E n e r g i e '

Wenn s ich e in Körper  in  e ineu anderen von ganz ver-

schiedenem physikal ischetr  verhal teu l tmwandel t ,  entweder

clurch Ar-ideru'g des Aggregatzustancles oder durch Anderurrg

tler Structur (Härten, Ausglüheh, Ziel 'ten von Metallen tl '  2"'

Körpern, umkrystall isiren krystall ir-rischer oder amorpl'rer Sub-

stanzen) oder  endl ich durch chemische Umlagerung,  so is t

ebenfa l ls  der  Betrag,  um den s ich d ie Energie des nel tet l

I{örpers in einem bestimmten Zustancie (Drr-icl<, Temperattlr)

von c ler  des a l ter- r  unterscheidet ,  in  best in-rmter  weise auf  d ie

einzelnen Körperelemente ver thei l t .

Dabei  s ind a ls  Körperelemente immer d ie k ie i r - rs ten Thei l -

chen betrachtet ,  d ie man nocl - t  durch i rgendwelche physi -

kal ischen Mi t te l  von e inander unterscheiden kann.  Dass r , r ' i r

guten Grund haben,  d iese Elemente a is  sehr  compl ic i r te  mate-

rielle Systeme anzuseherl , die sich aus einet' ungeheuren

Anzahl  von Atomen mi t  dem diese verb indenden wei täther

zusammensetze ' ,  hat  für  d ie fo lge 'den Über legt tngen l ie ine ' le i

Bedeutung. Es ist ur-rs vielmehr zunächst gleichgilt ig, ob die

Energie auch innerhalb d ieser  Elemente noch best immt local is i r t

I  K i r c h h o f f ,
e  K i l c h h o f f ,

Mechan i k .  Vo r l .  11 .  G l .  30  f f  ,  S '  122 '

Mechan i l i .  Vo r l .  13 ,  S .  135 .
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ist, und r'vie sie sicir, weun dies del Fall ist, auf die Atome und

clen Ather  ver thei l t .

Ferner  is t  zu beachtetr ,  dass wir  von den unter  1 '  b is  4-

aufgezählten Energieformen nicht sager-r können, dass eine jede '

als das totale Differer-itiai eir-rer bestimmten Fur-rction aufgefasst

wetden kann.  v ie lmehr müssen s ie a ls  par t ie l le  Di f ferent ia le

einer  e inz igen,  jedenfa l ls  sehr  compl ic i r ten Funct ion sämmt-

Iicher ztstandsgrösser-r bezeichr-ret werden. Digse Function, die

aber noch e ine wi l lkür . l iche constante addi t iv  enthäl t ,  nennen

r v i r  d i e  i n u e r e  E n e r g i e .

Jedem Körperelement  is t  a lso e ine best immte innere Energie .

zugeordnet, wenn wir f l ir die wil lkärliche constante einer-r

best immten werth gewähl t  habgn.  wi r  werder ]  bei  d ieser  wahl

r-ratürl ich so verfahren, dass Körper, 'die physikalisch gleich

sind,  bei  g le ichen Zt ts tänden auch immer d ieselbe Energie

besitzen. Wir dürfen ttns aber auch wohl vorstellen, dass es

fur jeden Körper einän bestimmten Zttstand gibt, wo jede

mögliche Zustandsänderr,tng nur einen positiven Zuwachs der

irrneren Energie rnit sich bringer-r kann, und wir dt'tffen wohl

annehmeü, dass es nur  noch an den nöth igen Erfahrungen

fehlt, um dieset-r Zr,tstand, deu man als der-r absoluten Nullpunkt

der  inneren Energie zt l  bezeichneu hät te,  zu berechnel . l '  Dem sei ,

wie ihm wolle: für das trolgende genügt es, die itrnere Energie

von einem rn'i l lkürl ichen Ntil lpunkt ab zu rechnen, so dass sie

sor,r 'ohl positive, als auch negative Werthe annehmen l<ann'

Eine wesent l iche Eigenschaf t  der  inneren Energie is t ,  dass

sie bei  b lossen Ortsverändert l l lgen des Körpet thei lcher . rs ,  dem

sie zugeorc lnet  is t ,  ihm unverändert  zugeordnet  b le ibt .  Es wird

sich daher die räumliche vertheilurrg der inneren Energie im

Al lgemeinen äudern,  wenn d ie räuml iche Verthei lung der

Kör'perelemente geändert r ' l ' i t 'd, auch ohne dass sonst irgend

ein physikalischer Vorgang stattf indet.

Die innere Energie l<anr-r noch einige weitere Formeu

annehmen :

5 .  L ö s u n g s e n e r g i e ,  c h e m i s c h e  V e r b i n d u n g s e n e r g i e

Wenn mehrere getrennte Körper  s ich durch Mischt tng,

Lösr , rng,  Absorpt ior- r  oc ler  dnrc l ]  chemischeverein igung in e ineu
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einziger:r neuel.r verwandein, dessen einzelne Körperelemente

also aus ganz bestimmten Elementen der r"rrsprtinglichen I(örper

hervorgegangen sind, so wird sich der Betrag, um den sich

die innere Energie des r reuen Körpers in  e inem best i r rmten

Ztstande von der Summe der inneren Energieen der ursprüng-
lichen Körper unterscheidet, ir-r bestimmter Weise auf die
einzelnen Kör 'pere lemente ver thei len,  da man jedes Körper-
element immer als selbständigen Körper betrachten kann.

Auch wenn bei einer chemischen Umwandlung etc. mehrere

neue Körper entstehen, lässt'sich ein ganz anaioger Satz leicht

aussprechen, wenn man dabei nur beachtet, dass der Nullpunl<t
der Energie für jeden Körper als gegeben betrachtet werden

muss, welln er nllr für jeden chemisch einfachen Stoff (chemi-

sches Element) f ixirt ist.

6 .  E l e k t r i s c h e  u n d  m a g n e t i s c h e  E r - r e r g i e .

Wenn an irger-rd einer Stelle im Raum elektrische oder
magnetische Kräfte auftreten, so er-rtsteht dort nach der Max-
well 'schen Theorie eine localisirbare Energieform, deren Grösse
sich mathemat isch für  jedes Raumelement  berechnen lässt . l
Befindet sich in dem Raumelement gewöhnliche Materie, so
müssen wir jedenfalls einen Theil dieser Energieform als innere
Energieform bezeichnen, da sie bei Ortsänderungen der Materie
zum'lheil mitgeführt r,vird. Ein Theil aber ist, so viel wir heute
wissen, unabhängig von der Materie und folgt den Bewegungen
wenigstens r-richt unmittelbar, rvie auf Seite 1 147 (Punkt 25) näher
auseinandergesetzt ist. Diesen Theil müssen wir als Energie
des Weltäthers an der betreffenden Stelle des Raumes ar-rf-
fassen. Wo elektrische und magnetische Kräfte im leeren Rauur
auftreten, müssen wir ihre Energie als ieine Energie des Welt-
äthers bezeichnen.  Für  unseren Zweck können wir  d ie Frage
nach dem Substrat der Energie ausser Acht lassen, es genügt,

die Thatsache der Localisirbarkeit festgeslellt zu haben.

.  7 .  S t r a h l u n g s e n e r g i e .

Strahlung,  s ichtbare oder unsichtbare,  is t  eo ipso local i -

sirbare Energie, lund zwar sind die bekannteren Strahlungs-

1 Maxwel l ,  Elektr ic i tät  und Magnet ismus. Bd.  2,  Abschni t t  630 f f
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arten nl-lr besondere Formen der elektromagnetischen' Eirergie'

Von der  Kathodenstrahlung'  der  Röntgenstrahlung und den mi t

diesen verwandten lässt sich das letztere wohi noch nicht mit

Sicherhei t  behauPtet t .

Ausser cien aufgezählten Energiefornten, denen nur noch

die Gravitationsenergie h\nzuztfigeu ist, dürften wohl keine

rveiteren bekannt seir-r.1 Freil ich ist zu erwarten, dass ein ein-

gehenderes Studium del  Molecularphysik  uoch zu e iner  oder

der  anderen heutzutage sehr  unvol ls tändig oder  gar  n icht

bel<annten Form det '  inneren Ener$ie führen wird '  Indessen is t

es sehr ttnwahrscheinlich, dass mari jemals nicht locaiisirbare

F or"men entdecken wird.

8 .  G r a v  i t a t i o t - t s  e n  e  r g l e '

Eirle einzige Energieform bleibt, welche rnöglicherrn'eise

als poter-rtielle Energie im gewöhnlichen Sinrre der Mechanik

zt bezeichrten wäre: die Energie der Gravitation' Die Grösse

dieser  Energieform hängt  nach der  übl ichen Darste l lungsweise

r-i icht rvie die der kinetischen Energie und der sämmtlichen

unter 1. bis 7. aufgezählten Formen von dem physil<alischen

Ztstand,e2 der Materie und des Athers ab, soudern nut' vou der

gegensei t igen Lage mehrerer  d iscreter  KÖrper im Rat tme'  Man

uet-int sie daher auch Energie der Lage' Es ist aus der in 3'

gegebenen Defii-rit ion der Locaiisirbarkeit unmittelbar einz't- '

set.,en, dass eine Energie der Lage sich nicl 'rt localisiren lässt'

In  ueuerer  Zei t  dr ingt  jedoch rnehr  und mehr d ie Ansicht

dut 'ch,  dass es l<eine Energieform geben könne,  deren Grösse

sich äncler t ,  ohne dass e ine wirk l iche physikal ische Anderung

in der Materie (im weiteren Sinne) eintritt, dass also die

Ab l räng igke r t vo t - t r e i r r geomet r i schenGrösse r r r ru re i r t esche in -
bale sein l<önne. Nach dieser Anschauungsweise mttss die

Gravi tat ion an jec ler  Ste l le  des Raumes d ie Ausserung e ines

besonderen physikal ischen Zustandes im Wel täther  sein '  ähn-

l ich wie d ie e lekt r ischen und magnet ischen Kräf te es nach der

1 Selbstverständl ich beschränl<en wir  uns ganz auf  d ie anorganische

Natttr.
2 Auch die tser ' " 'egung eines Kör 'pels is t  a ls physikal ischer Zustand anzu-

sehen.
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Maxwell 'schen Theorie sind. Welcher Art dieser Zustand seiu

mag, darüber gibt es eine grosse Reihe von Hypothesen.l Keine

indessen beantwortet die Frage befriedigend.

Der Erste, welcher darauf hinwies, dass man auch ohne

specielle Hypothese die Gravitation als physikalischen Zustand

behandeln könne, und der den Ausdruck für die Gravitations-

energie in die Forrn einer localisirbaren Energie brachte, war

Heavis ide.z Später  wurde der  Gedanke in derselben Weise

auch von Föpp13 ausgeführ t .

1 Drude, Über Fernewirkungen. Refetat für die 60. Vers. deutscher Naturf.

und Arzte, Sect. Physik. Braunschweig, 1897.
2 O. Heavis ide,  Electr ic ian,  Sl ,  1893, 14.  Jul i ,  Elektromagnet.  Theory,

p.  455.
3 Föppl ,  l {ünchener Akademieber. ,  math.-naturw. Cl .  1897, S.  93.


