e 18 o am. i

. A

385

Geschlossenes System physikalisecher und
chemiseher Differentialgesetze

(I. Mitteilung)
von

G. Jaumann,
k. M. k. Akad.

(Vorgelegt in der Sitzung am 2. Mirz 1811.)

Einleitung.

Mit den an die elektromagnetischen Gleichungen ange-
schlossenen dyadischen Gleichungen?! glaube ich die richtige
Form gefunden zu haben, in welcher sich ein sehr groBer Er-
scheinungskomplex -exakt und einheitlich vom Standpunkte der
Kontinuitdt der Materie und der undulatorischen Natur aller
Strahlungen beschreiben 148t. Meine Theorie umfafit jetzt alle
wichtigeren physikalischen Erscheinungen einschlieflich der
Gravitation, ferner aber auch die chemischen Erscheinungen.
Allerdings habe ich bisher nur chemische Vorgénge zwischen
einwertigen Elementen behandelt, diese aber in gréiter Allge-
meinheit auf Differential- und Nahewirkungsgesetze zuriick-
geflihrt, welche fast die gleiche Form haben wie die physi-
katischen Nahewirkungsgesetze meiner Theorie. Es hat sich
dabei gezeigt, da der wichtigste Teil der auf Grund der
atomistischen Arbeitshypothesen gewonnenen Gesetze und
Anschauungen die exakte mathematische Formulierung ohne
Voraussetzung der Diskontinuitidt der Materie ertriagt. Von den
Kondensationsvorgingen habe ich nur den einfachsten, nimlich

"die Dimerisierung, ausfiihrlich beriicksichtigt.

1 Sieche Jaumann, Elektromagnetische Theorie; diese Sitzungsber.,
Bd. CXVII, 1908, p. 336.
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386 G. Jaumann,

Hiermit ist ein geschlossenes Gleichungssystem auf-
gefunden, d. h. ein System von Nahewirkungs- und Differential-
gleichungen, welches die Gesetze sehr vieler physikalischer
und chemischer Erscheinungen zu deduzieren gestattet, ohne
daB man eine der auflerhalb der Folgerungen dieses Gleichungs-
systems liegenden Tatsachen heranzuziehen braucht.

Ferner habe ich gezeigt, daB und nach welchen Methoden
die physikalischen Prinzipien, insbesondere das Energieprinzip
und das Entropieprinzip bei der Aufstellung und weiteren Aus-
bildung eines geschlossenen Systems von Nahewirkungs-
gleichungen heuristisch verwendet werden miissen.

Daf8 meine Theorie exakt auf diese Prinzipien gestiitzt ist,
macht ihre Stiarke aus. Hoher als diese schitze ich aber ihre
Natiirlichkeit und Entwicklungsfahigkeit. Die Geschichte der
theoretischen Physik lehrt, daB mit dem Ubergange von den
kiinstlichen Korpuskulartheorien und Emissionstheorien zu
phanomenalistischen Theorien stets eine Erhdhung des Niveaus
der Theorie und ein wesentlicher Fortschritt verbunden war.
Diese Uberzeugung, fiir welche ich in jungen Jahren von
E. Mach gewonnen wurde, bestimmte das Ziel meiner theo-
retischen Arbeiten.

Die Aufkldrung, welche die Aufstellung einer Nahe-
wirkungstheorie der Gravitation mit sich brachte, diirfte von
allgemeinerem Interesse sein. Mit der Gravitation ist ein
Energieflufl verbunden, welcher auflerhalb des Planetensystems
gegen die Sonne gerichtet ist und den elektromagnetischen
Energieflul der Sonnenstrahlung kompensiert. Zufolgedessen
muB die innere Energie der Sonne trotz ihrer Strahlung unver-
dndert bleiben und ist die Konstanz der Sonnenstrahlung auf
unbegrenzte Zeit gesichert.

Erster Teil.

I. Reale Variable des Gleichungssystems.

Die Anzahl der Gleichungen eines geschlossenen Glei-
chungssystems kann von Anfang an mit ziemlicher Sicherheit
angegeben werden. Sie bestimmt sich durch die meist wohl-
bekannte Anzahl der voneinander unabhingigen, d. h. nicht
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durch zeitfreie Zustandsgleichungen miteinander verbundenen
Variablen des zu beschreibenden Erscheinungsgebietes. Statt
des von einer Theorie gewihlten Systems von Variablen konnte
man auch ein System von ebensoviel Funktionen oder Deriva-
tionen derselben als unabhidngige Variable dem Gleichungs-
system zugrunde legen, welches durch diese Transformation
eine andere, aber mathematisch gleichwertige Form annehmen
wiirde. Diese wire aber physikalisch nicht gleichwertig, weil
gerade die Form eines physikalischen Gleichungssystems die
Erweiterungsfihigkeit der durch dasselbe ausgesprochenen
Theorie bedingt. Deshalb hat wohl niemals die naheliegendste
Form einer Theorie die grofite Zukunft. Es stellt eben ein
physikalisches Gleichungssystem nicht bloB eine Beschreibung
des betrachteten Erscheinungsgebietes, sondern gleichzeitig
eine Hypothese iiber die beste Art noch nicht betrachtete Er-
scheinungen mitzubeschreiben, dar, welche nicht beachtete
Erscheinungen versiehen, neue Erscheinungen auffinden lehrt,
und alles dies spricht sich nur in der Form des Gleichungs-
systems aus, also insbesondere in der richtigen Auswahl der
unabhingigen Variablen.

Das von diesem heuristischen Standpunkte gewdhite
System unabhingiger Variablen nenne ich das System der
realen Variablen dieser Theorie. Die Hypothese der Realitit
einer neugewihlten Variablen wird nach Obigem bestatigt
durch die Auffindung neuer Nebenwirkungen, welche das Auf-
treten groSerer Werte dieser Variablen in dem Felde hat.

Fiir ein physikalisch inhomogenes, aber chemisch einheit-
liches Medium beriicksichtigt meine Theorie neun reale Variable,
besteht also das Gleichungssystem aus neun Gleichungen,
Sechs hiervon berilicksichtigte schon die frithere Form meiner
Theorie (L. ¢.}, ndmlich:

1. den elektrischen Vektor e,

2. den magnetischen Vektor m,

3. und 4. die dielektrischen Dyaden & und g,

5. und 6. die metaelektrischen Dyaden § und £, welche ich

dort akzidentelle Leifihigkeiten nannte.
- Hierzu kommt jetzt:
7. die Geschwindigkeit v,
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8. die thermische Dyade ¥, deren Skalar #; die absolute
Temperatur T ist,

0. die chemische Dyade ¢, deren Skalar }, die Dichte p ist.

Besteht das Medium aus Mischungen von % chemischen
Komponenten (im Gibbs’schen Sinne), und zwar, da es im ali-
gemeinen sich nicht im stofflichen Gleichgewichte befindet, aus
beliebig vielen diskreten Phasen, oder ist dasselbe gar ganz
inhomogen, so bleibt doch die Zahl der vier physikalischen
Variablen v, ¢, m und &4 unveridndert, d. h. in jedem Punkte des
Feldes ist nur eine Geschwindigkeit, ein elektrischer, beziehungs-
weise magnetischer Vektor und nur eine Temperatur vorhanden
und diese Variablen sind nicht nur stetig, sondern auch in
physikalischem Sinne differenzierbar verteilt, d. h. diese Ver-
teilungen dirfen nicht als in den kleinen Teilen des Raumes
verwirrte (sogenannte verborgene) Verteilungen angenommen
werden, sondern es miissen vollstindig vorstelibare Ver-
teilungen sein.

Die stofflichen Variablen e 7§ sind hingegen den’

% gemischten Stoffen einzeln eigentiimlich. Unterscheiden wir
diese Bestandteile durch den Index x, so gibt es in jedem Punkte
des Feldes ebensoviele Partialwerte &, der dielektrischen Vari-
ablen, als die Mischung Stoffe enthilt (oder umgekehrt) und
diese Partialwerte sind simtlich als vonetnander unabhéangige
reale Variable zu betrachten. Das gieiche gilt fiir die drei
anderen stofflichen Variablen.

Daf diese Annahme unbedingt notwendig ist, folgt am
anschaulichsten aus dem Spektrum einer glihenden Gas-
mischung. Die stofflichen Eigenschwingungen des Mediums,
d. i. die periodischen Umsetzungen der Variablen & und R inein-
ander (vgl. L c., p. 422 ff) bestimmen die Schwingungszahl des
ausgesendeten Lichtes. Da die Mischung alle Spektrallinien der
Bestandteile emittiert, so sind auch alle stofflichen Variablen &, i,
derselben voneinander unabhingig und gelten alle x Differential-
gleichungspaare, von welchen je eines eine der Eigenschwin-
gungen (&, L) bestimmt, in der Mischung simultan.

Das gleiche gilt fiir die chemischen Variablen ¢; der
k Komponenten der Mischung (f = Lo..i.. 7., k), solange
chemische Reaktionen zwischen denselben ausgeschlossen

A4
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bleiben. Die chemischen Reaktionen werden durch weitere
chemische Variable ¢;;, ¢;; bestimmt, welche zu je einem Paare
¢, j der Komponenten gehdren und sich selbst zu Paaren ordnen.
lassen und so wie alle anderen Variablen des Gleichungs-
systems (mit Ausnahme von v und %) durch zwei zusammen-
gehorige Gleichungen bestimmt werden, welches Gleichungs-
paar auch eine periodische Umsetzung der chemischen Variablen
(45 %4} ineinander, eine chemische Eigenschwingung be-
stimmt. _

Es wird sich zeigen, da8 die Variablen ¢; und ¢; die
chemischen Variablen des Verbindungsproduktes der Kom-
ponenten ¢ und j sind, die Variable ¢,, gehort der dimeren
Kondensationsstufe des Stoffes % an. ] .

Die Gleichungen fiir die stofflichen Variablen g;und g
haben identische Konstante, sind also ebenso wie die Variablen
g; und ; identisch, was die Tatsache ausdriickt, daf die beiden
verbundenen Elemente nicht zwei verschiedene Stoffe, sondern
physikalisch nur ein Stoff x sind. Ebenso ist f;; = Ly 75 = 7
und Eij = Ej:‘- Es ist also

% = -%—k(k—l)+2k.

Das Verbindungsprodukt hat sonach wie jeder andere
Stoff nur zwei stoffliche Eigenschwingungen (g, ;) und, (§;5;)-

Die chemischen Variablen ¢; und ¢;; der beiden gebun-
denen Elemente sind aber verschieden und unabhingig von-
einander, ikre Verinderungen werden, wie bereits erwihnt,
durch zwei Gleichungen mi* verschiedenen Materialkonstanten
bestimmt.

Es hat sehr lange gedauert, bis ich erkannte, dafi dieses
Gleichungssystem immer noch energetisch ungeschlossen ist
und dafl noch = Gleichungen, die chemischen SchluBglei-
chungen, hinzugefiigt werden missen, welche die Fluxion
der chemischen Potentiale . der % Stoffe bestimmen. Diese
Fluxionen sind meist nicht merklich von Null verschieden. Eine
Anderung der chemischen Potentiale ¥, bedeutet niamlich den
Beginn einer stofflichen Transmutation im Sinne einer be-
ginnenden Verwandlung der Elemente ineinander.
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Das Gleichungssystem umfafit sonach eine sehr grofie An-
zahl von Gleichungen. Da jedoch die analogen Gleichungen bis
auf die verschiedenen Werte der Materialkonstanten identische
Form haben miissen, so ist es durchaus nicht schwierig, dieses
Gleichungssystem zu beherrschen.

Auch in der kompliZiertesten Mischung gelten aber nur
vier physikalische Gleichungen. Dafiir erscheinen in diesen
Gleichungen Summen {iber den Index », d. h. liber die analogen
Variablen aller stofflichen und chemischen Gleichungen. . .. .

Es ist naheliegend, daBl man das Gleichungssystem dadurch
etwas vereinfachen kann, dafl man die Variable

w',:_q,,-—s-;% G=1...i..j. &) )

statt der Variablen ¢; einfithrt, denn fiir die Variable ¥';, deren
Skalar die gesamte Dichte P; der Komponente # ist, gelten ein-
fachere Gesetze als fiir die Variable ¢;, deren Skalar nur die
Dichte p; des zufillig freien Anteiles der Komponente ¢ ist.
Abgesehen von der durch die tatsichliche Komplikation
der Mischungen verursachten Komplikation ist das Gleichungs-
system einfach, sdmtliche Gleichungen sind von dhnlicher oder
analoger Form und besonders hervorzuheben ist, da8 alle
Gleichungen des Systems in bezug auf die Diffe-

d
rentialoperatoren 57 und V linear sind.

- II. Die Materialkonstanten. Partielle Differentiation nach
unabhingigen dyadischen Variablen.

Die Materialkonstanten des Gleichungssystems, welche tun-
lichst durch kleine lateinische Buchstaben bezeichnet werden
sollen, sind zunichst sehr zahlreich, die Zahl der unabhédngigen
Materialkonstanten reduziert sich aber mit fortschreitender
Durchbildung des Gleichungssystems immer mehr. Ein ideales,
vollkommen ausgebildetes Gleichungssystem wiirde gar keine
Materialkonstanten mehr enthalten, sondern nur universelle
Konstanten, da die Materialkonstanten in letzter Linie uni-
verselle Funktionen der realen Variablen des Systems. sein
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missen, falls dieses geschlossen ist. Von einer vollstandigen
Einsicht in diese Zusammenhinge sind wir aber noch sehr.weit
entfernt.

Die sichersten Aufschliisse Utger Abhangigkeiten der Mate-
rialkonstanten von den realen Variablen geben die thermo-
dynamischen Prinzipien, meist in der Form von partiellen
Differentialgleichungen, als deren Unabhidngige Temperatur und
Dichte auftreten.

Nun sind aber Temperatur und Dichte nur die Skalare der
dyadischen Variablen & und ¢. Es wird sich also bei diesen
thermodynamischen Beziehungen um partielle Differential-
quotienten handeln, bei welchen nicht blofl die abhéngige,
sondern auch die unabhingige Variable eine Dyade sein
kann. Diese Rechnungen lassen sich dennoch sehr allgemein
und einfach durchfilhren, wenn man folgende Definition des
partiellen Differentialquotienten eines Skalars s nach einer
dyadischen, unabhingig Variablen a einfahrt.

Es werde a analytisch dargestellt durch die Matrix

Ay15 Ayzy Fq3s
9.
7 ==y, ey, oy,
Agyy Aggy Qaa»
c0 daB

da,,, da,,, da,,
da 2= da,,, da,,, da,,,
da,,, dag,, dag,.

Es gelte die Definition
s  os os

%a,,’ 9a,,’ 9a,, ’
3‘5';9_ s 9s 0s
82 0ay, | Bay, ' da,’

os 0s os

dag, = By T Oag )

Dann ist, wie leicht zu beweisen, das totale Differential ds

bestimmt durch
0s

oo

()

ds = dun ¢
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Um dies zu verallgemeinern, beachten wir, daB mit obiger.
Definition ein allgemeiner dyadischer Differentialoperator

) 9 9
day, ’ Ba,’ day -
¢ , 9 3 3 4 9 ., ..
V. Bay ’ Ga,, 0ty BE:l’t-'- da,, Bt @)
? ) 9
8ay, ' Bay, ' 0ay,

eingefuhrt wurde.* Der partielle Differentialquotient einer
Dyade B nach einer Dyade a mu8 als das tetradische Produkt

des Operators —83; mit der Variablen § definiert werden:

% W B . 2 . . o
LI L Ll e LA SRR

Hierin sind i orthogonale Einheitsvektoren, Hieraus
folgt wieder:

43 L da: 28 )

Dieser tetradische Differentialquotient ist eine elementare
Tetrade t, worunter wir das tetradische Produkt zweier allge-
meiner Dyaden a und B verstehen. Wenn

AL a;f,
s0 heile

Te SL B;d

die konjugierte elementare Tetrade. Das Doppelprodukt : eincr
Tetrade und einer Dyade definiert man am besten durch

(@R ey L a@:y),
T3(2:f) &= (11 a)p

1 Es mdge bei dieser Gelegenheit an den allgemeinen vektorischen

Differentialoperator erinnert werden, welchen Szarvassi (diese Sitzungsber.,
Bd. CXIX, p. 298) einfiinrt.
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Das Doppelprodukt zweier Tetraden hat dann die Bedeu-
tung.
(2:8) 5 (1:9) 2L @) 2; 8.
Dementsprechend miissen wir aber auch die Einheits-
tetrade I'Y definieren durch

i;i;i;i+i:i;i;i+i;f;i;f+
IV & st isisisi+ 1000+
+f;i;f;i+f;i;f;i+f;f;f;f.

Dann ist die reziproke Tetrade e~! einer gegebenen
Tetrade e definiert durch

elie fL V.
Ferner ist
as IVt [Weg P g

und endlich

82y 8w )

oo oa’

Fiir die Vertauschung der Differentiationsordnung gelten
die Regein '

o (3b)_9_ ? (Bb)
Pa \%/ da\da/’
2 (3 Yy 2 (20) .
_&&—(B—ah@)“ gz \da/’ (@)
o 0 )_&L(a)ana_(aa)
W’(F&_a—apa’aa—aa’ap :
Endlich gelten auch Regeln fitr die Differentiation von

Produkten, welche analog zu der Euler'schen Regel sind, und
Zwar:

@)
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Aufler dieser Abhingigkeit der Materialkonstanten von
und ¢ ist die lineare Abhiingigkeit der Materialkonstanten e
und p der elektromagnetischen Gleichungen von den realen
stofflichen Variablen g und . fiir meine Theorie charakteristisch,
weshalb letztere als dielektrische Variable und durch dieseiben
Buchstaben bezeichnet und nur durch den darlibergesetzten
Strich unterschieden werden. Es ist (moglichst allgemein):

~

)

worin 1 < o < 2
Ex = Egu—+E,, !

:L'x = P‘Ux."" }_ix-

& und p, kann man die Ruhewerte der dielektrischen
Variablen nennen, da & und g im Ruhezustand, im homogenen
Medium und gleichférmigen Felde nahezu verschwinden. Wih-
rend g und [ aber unabhingige Variable sind, héngen g, und g,
von Dichte und Temperatur ab. Da die Konzentration s = Py
in welcher der Stoff x in der Mischung vorkommt, seinen Ein-

fluf auf den Wert von ¢, mitbestimmen muB, so fordert der
Ansatz (9) die Beziehung

Eox == &, $x : (10)
und ebenso

pox == Eu

worin k, und %/ von ¢, wenig abhingige Materialkonstanten des
Stoffes x sind (vgl. auch p. 429).

Sehr ausgiebig vereinfacht sich das System der Material-
konstanten dadurch, dafB analoge Materialkonstanten vielfach
gleich, beziehungsweise einander universell proportional sind.
Insbesondere fordert das Energieprinzip viele so einfache Be-
ziehungen der Materialkonstanten untereinander.



10

Geschlossenes Gleichungssystem. 395

III. Aufstellung des geschlossenen Gleichungssystems.

Die Orts- und Richtungsangaben des Gleichungssystems
missen meiner Auffassung nach bezogen werden auf ein
Koordinatensystem, welches in der indifferenten (also auch un-

deformierten) Grenzschale des betrachteten Vorganges fest-
gelegt ist.!

0
Es sei T3 der Operator der lokalen Fluxion, d.i. der
partiellen Fluxion in einem gegen das Koordinatensystem
' )
ruhenden Punkte des Raumes. Ferner sei —~ der Operator der

dt
totalen Fluxion, welcher definiert wird durch

da da

r7E TR

da ca 1

- 2 e — -— :

77 57 +v.Vsa 5 (rot v)xa, (11)
da 0 1

ket 3 Vg _ _

= & T+ Vo 5 (rot bxx—axrot v)

Endlich verwenden wir die kdrperliche Fluxion eines
Skalars: '

3 9 . d . ‘
4= —gt—a+d1vab_ -a?a+a div v. (12)

Die den folgenden Deduktionen zugrunde gelegte Form
des geschlossenen Gleichungssystems lautet:

A. Physikalische Gleichungen.

I. Bewegungsgleichung:

dv 1 &p

it Tt il . 3
P ¥ + 7 B p+V.84pVX 0. O

1 Vgl. diese Sitzungsber., Bd. CXV, p. 346 I,
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II. Elektromagnetische Gleichungen:

[e]._ai_!__l_.?f_ c_;.._l_de" e+
9t 2 ot 2 dt

ey Vel Ved+ret4"om =% o Uxm,

om 19 1 d
-gii-m+—- Mo

T s+

+iy Vel m—ylee & —¢,Vxe.

III. Wéarmegleichung:

dd
C' —d?-‘ +6”‘v; ”+'3'v;f70'¢—

—To*C;¢— Z (;:’gi'Ei'"dlzi‘p-i+}’i7i‘7f+}’:$—-i'éi) -

— Z Z (Coi+Si) i =% +8.Vx Z (M AT

B. Stoffliche Gleichungen.

IV. Dielektrische Gleichungen:

Ex
€yt —

i + iV, b+
+a,V,gove+arV, pyem4-

+ p.see, e+ phpem, m+4

F et GBSy By == — 1,V xS,

i
e d“;l + i, v+

+b0,V, g BV, g o4
+ g.see, e+ ghem, m+

A P — 5,5 =% u}a;v x &.

(I a)

(11 b)

(I11)

v a)

avd)



P W

-

» —

Geschlossenes Gleichungssystem.

V. Metaelektrische Gleichungen:

Lxt—m d7‘ + 7V, 0+

SN VAT BV AVARTIRS | &5
+v.eet, e Ui, m+
+ 2 PuTat 2 == aV X y.

gl ‘Z’i‘ AV B

+ 1V, gp e+ LN, py o m+
+ wyeee, e+ wipn.m, m+

+x:+ﬁ€x_zu?n =2 Bv x Ax-

C. Chemische Gleichungen,
VI. Dichtegleichungen:

av;

~ g TV, e

+ZV u,,zpuc—}-zv ki —ZVXpu:U

Pije — % +gier;tV, 0+
— i Vit e —g; e Ve pim4
— ¢ii%y 8 —Gl Ry By— Ty Ty— vy dy+
—Kij ;e ‘p.l"'Cu‘I‘rr"""S:u i == —; e Ux BLE;.

VII. Chemische Schluigleichungen.

. U TAVAF IY 2 VAUV | TR
—dE— A — 2 G — 2 1E+

+ Ko, == — e VxaF— 1y VxBE,.

397

(Va)

(V)

(V1)

(V1)

(VID
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Zweiter Teil.

IV. Deduktion der Energiegleichung.

a) Die Fluxionsglieder.

Das Energieprinzip kann in folgende Form gebracht
werden: Aus dem geschlossenen Gleichungssystem mu8 sich
eine skalare Gleichung von der Form

-~

%ii-f-divézo ‘ (13)
deduzieren lassen, worin E die Energie pro Volumeinheit
und 8 der gesamte Energiefluff ist. Diese Werte sind zum
Teile bekannt, insbesondere die Bewegungsenergie, elektro-
magnetische Energie, mit Anniherung auch die Warmeenergie
und chemische Energie sind gegebene Funktionen der realen
Variablen, von Energiefliissen ist jedoch nur der Poynting'sche
oder elektromagnetische Energieflu bekannt,

Um die Energiegleichung zu gewinnen, mu8 man in Ver-
allgemeinerung der von Poynting auf die elektromagnetischen
Gleichungen angewendeten Methode die vektorischen Glei-
chungen durch Multiplikation mit einem Vektor, die dyadischen
Gleichungen des Systems durch doppelte Multiplikation mit
einer Dyade absiittigen, d. h. skalar machen und alie diese
skalaren Gleichungen addieren, und zwar wird jede Gleichung
(mit Ausnahme der Wairmegleichung und der chemischen
SchluBgleichungen) vornehmlich mit jener Variablen multipli-
ziert, deren Fluxion sie bestimmt. Die Fluxion sglieder der
Gleichungen ergeben hierbei der Hauptsache nach die Fluxion
je einer Energie. Hiernach sind alle diese Energien quadra-
tische Funktionen der betreffenden Variablen, sie enthalten
aber auch Materialkonstante, welche von &, § und ¥ abhidngen.

Dieser letztere Umstand verlangt eine besondere Behand-
lung der Warmegleichung und der chemischen Gleichungen bei
der Bildung der Energiegleichung. Von den Gleichungen (III),
(VIi) und (VI) wird hierbei nur der Skalar genommen, was
damit zusammenhingt, daB die Wirmeenergie und die chemische

oty — —--




Ceschlosscenes Gleichungssysten. 399

Energie der Hauptsache nach der ersten Potenz der Variablen
&, 0 und 4 proportional sind.

Die Fluxionsglieder der stofflichen und chemischen Glei-
chungen sind jedoch nach der Absittigung nur in speziellen
Fillen fiir sich exakt integrabel, im allgemeinen ist nur die
Summe aller stofflichen und chemischen Fluxionsglieder inte-
crabel. Diese Summe stellt die Fluxion einer skalaren Funktion
der stofflichen und chemischen Variablen dar, welche wir die
thermochemische Energic W nennen wollen,

Die Fluxionsglieder der vektorischen Gleichungen
miissen jedoch, wie sogleich hervorgehen wird, nach der Ab-
siittigung einzeln integrabel sein, d. h. der betreffende Vektor
muf der integrierende Faktor des Fluxionsgliedes sein, eine
von den herkémmlichen Annahmen abweichende Forderung
von betrichtlicher Tragweite, fir welche aber gewichtige Griinde
sprechen. _

Hiernach muf das Fluxionsglied der Bewegungsgleichung(l)
die Form haben:

dv 1 %,
e e e
Denn es ist:

”(a’u_}_lapn\_a(lwu) *
gt e g ) T ey

Eine Bewegungsgleichung von der Newton'schen Form,
welche als Fluxionsglied nur das Produkt

Jdo
vt

aus Dichte und Beschleunigung enthdlt, kann das Energie-
prinzip in jenen Fillen nicht erfiillen, in welchen

’ ~
iC 4

7 S

(w7

+divpu =20,

e Y '1"_'\

also die Kontinuitiitsgleichung nicht erfillt ist, wie dies bei
Elektrolyse und Diffusion zweifellos eintritt.

Ganz dasselbe gilt nun auch fir die elektromagnetischen
Gleichungen (I1a) und (lIb), deren Fluxionsglieder dieselbe

Sitcb. d. mathem.-naturw. K1.; CXX. Bd., Abt. Tl a. 6
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Form haben miissen wie jenes der Bewegungsgleichung. Hin-
gegen missen in den Gleichungen (IT) die lokalen Fluxionen

statt der totalen oder korperlichen Fluxionen auftreten. Es folgt .
dies mit Sicherheit aus der Aberration des Lichtes.
Bezeichne
. 1 |
E, = o ereet e r
die elektromagnetische Energie. Die elektromagnetischen Glei-
HE | chungen geben an die Energiegleichung nur die lokale Fluxion
1 QL -
1k 1 ab. Es ist aber
iH K ot
1! BE 3E
; 1 1 I
: = —, —div Ev.
ot 3t i .
} Wenn und nur wenn in den elektromagnetischen Glei-
;? chungen die lokalen Fluxionen auftreten, so tritt in der
Energiegleichung die Fluxion eines neuen Energieflusses
il
,

g =L _Ev ' (14) -

auf. Da dies beobachtungsgemifi der Energieflu der Aberra-
tipn des Lichtes ist (vgl. Jaumann, diese Sitzungsber.,
Bd. CXVII, p. 463), so folgt, daB jede andere Form der Fluxions-
glieder der elektromagnetischen Gleichungen die Erkldrung der
Aberration bei Erfullung des Energieprinzips unméglich machen
mufi. Szarvassi hat bewiesen (diese Sitzungsber,, Bd. CXIX, ‘
p. 336), dal alle an die Maxwell-Hertz'schen Gleichungen fiir
bewegte Medien ankniipfenden Theorien, welche die Optik
bewegter Medien férdern wollen, hierdurch mit dem Energie-
prinzip in Widerspruch geraten mussen, was insbesondere fiir
die Lorentz’sche und Minkowski'sche Theorie gilt.

Durch die von mir gewahlte Form der vektorischen
Fluxionsglieder wird die exakte Erfillung des Energieprinzips
der exakten Erfillung der Forderung der Erhaltung der Bewe-
gungsgrofie und der Erhaltung der elektrischen Ladungen in
Nichtleitern vorangestellt.

Die Erhaltung der Ladungen bei Temperaturanderungen
oder Dichtednderungen des Dielektrikums wird durch die

s __..;‘;_....I"'“ ma_‘u*A—».?w_
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1 ds 1 dp

Glieder — —2..¢, beziehungsweise —- —"-+m mit hinreichend
2 dt 7 © 2 dat

hoher Genauigkeit gesichert, welche Glieder hauptsichlich aus
diesem Grund an die geschlossenen lokalen Fluxionsglieder der
elektromagnetischen Gleichungen angehdngt werden milssen
und deren Einflu auf die Energiegleichung erst weiter unten
p. 403 beriicksichtigt werden soll.

In den stofflichen Gleichungen (IV) und (V) treten die
totalen Fluxionen der stofflichen Variablen, z.B. &, auf, welche
doppelt an tetradische Materialkonstanten & gebunden sind,
und diese werden bei der Bildung der Energiegleichung mit
derselben Variablen, z. B. &, abgesiittigt, so daf} sie den Wert

=
Sxn

5 an die Energiegleichung abgeben, welcher deshalb

§:.eg:

nicht integrabel ist, weil e, im allgemeinen von 3, . und y« ab-
hingt. Bezeichnen wir mit

1 - - -
Wi= 5 @ttt tatut &t (gt T+ 828) (1)

die stoffliche Energie des Stoffes %, SO ist

_al/V:_ —_— °‘.i__§_x_, + o pof . dpq" + Ci?-‘
e N Thl o L I R L/ R

i, W[ 4y | aWL i

T oegle 2 o T x_
FEE ay a7 ew, Cat
W7 | dye
_,A,’E_. * Vf
+ YR + W dive. (16)

Die vier ersten Glieder werden von den Fluxions-
gliedern der stofflichen Gleichungen an die Energiegleichung

a.bgegeben, das folgende, welches die Fluxion %—? enthilt,

muB von der Wirmegleichung, das nichste Glied muf von der
Dichtegleichung (VIx) und das vorletzte Glied mufi von der
chemischen Schluigleichung (VII) herstammen. Das letzte Glied
werden wir erst weiter unten p. 407 berlicksichtigen.

Das Energieprinzip fordert also, daf der Faktor C des
Fluxionsgliedes der Wairmegleichung, welcher die Warme-

26"

e e
H TAT

B Ty

e S S e

iy

TR
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kapazitit bei konstanter Deformation pro Volumeinheit dar-
stellt, den Wert

) oU n
C =% .,0,,, (i ‘)

und dali dig Faktoren der Fluxionsglieder der Dichtegleichun-
gen, bezichungsweise chemischen SchluBgleichungen die Werte

. U,
80

oL,
07/

, Y=

(18)

haben miissen. Hierbei ist zu bemerken, daf die Gleichungen
(VI7), welche den durch (18) bestimmten Faktor ¢; noch nicht
haben, mit demselben bei der Bilduﬁg der Energiegleichung
doppelt multipliziert werden miissen.

Hierin ist U die innere Energie im thermodynamischen
Sinne [siehe Gleichung (24)], welche nach Obigem jedenfalls
die ganze thermochemische Energie W einschlieflen muf.

Schliefllich miissen wir noch die Wiarmeenergie und
chemische Energie bestimmen, womit wir solche Energien
meinen, welche von keiner anderen Variablen als von ¥, ¢
und y abhidngen, also nur einen Teil der thermochemischen
Energie darstellen. Diese kdnnen beliebige Funktionen von
%, ¢ und y sein, da solche Funktionen als Bestandteile der
inneren Energie U durch (17) und (18) bereits mitberiicksichtigt
wurden. Indem wir passende Werte dieser Energien annehmen,
disponieren wir Ober die Koeffizienten C, %, und ¢, der Grund-
gleichungen.

Die ganze Energie pro Volumseinheit ist

E=— V4+ W= A4U; (19)
hierin ist

.1 1 '
V= 3 pb*+?c-e-¢+ B M e (20)

die Energie der Vektorfelder und W die thermochemische
Energie oder Energie der dyadischen Felder

W= W4 V" (21
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Hierin ist
W= W

die gesamte stoffliche Energie und speziell V] die stoffliche
Energie des Stoffes %, welche in (13) angegeben wurde, und
endlich

W=D W

die nur von ¥, ¢ und ¢ abhiingende Lnergie, flir \welche wir
den Wert annehmen:

"»",” = ;— W,' H T ql';'—l-q:.,' 7R B L A Lis (2'_,))
l .
Wi = 5 byt qy+big 2oy d+by 23)

worin die 7, und ¢, tetradische Materialkonstanten sind.
Ferner konnen wir nach (19) die gesamte Energie auch anders
zerlegen, ndmlich in die 4uBere Energie 4 und in die innere
Energie U, welche letztere die Beziehungen (17), (18) erfillt,
und so gewihlt werden mufl, dal die auf p. 401 erwihnten
Glieder %— —%—:—-e, beziehungsweise —;— Li;? «m der elektro-
magnetischen Gleichungen durch die Fluxionsglieder der
Wirmegleichung und der chemischen Gleichungen kompensiert

werden. EEs inufl deshalb

UO=W—E, und A=V+E, (24)

worin
| 1 -
Ey = € gt oM, It (25)

Es ist also die innere Energie U im thermodynamischen
Sinne gleich der ganzen Energie £ mit Abzug der Bewegungs-
energie, ferner mit Abzug der elektromagnetischen Energie E|
und Uberdies mit Abzug des Wertes E,, welcher der elektro-
magnetischen Energie anndhernd gleich ist, wahrend man
meist die innere Energie als die ganze Energie mit Abzug der
Bewegungsenergie definiert, Dieser Unterschied im Betrage
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E +E,=2E, kommt daher, dafl die partiellen Differential-
quotienten der inneren Energie, welche durch (17) und (18)
bestimmt sind, sich auf das System der realen Variablen als
unabhingigen Variablen beziehen. Hiernach sind die
elektromagnetischen Vektoren unabhiingige Variable, wiahrend
man bei der iblichen Definition der inneren Energie die elek-
trischen und magnetischen Ladungen als unabhidngige
Variable annimmt, indem man sie als konstant voraussetzt
(vgl. weiter unten p. 526).

V. Deduktion der Energiegleichung (Fortsetzung).

5) Die riumlichen Derivationen.

In dem Gleichungssysteme kommen alle moglichen
riumlichen Derivationen erster Ordnung vor, es sind dies aber
nur vier verschiedene Arten, und zwar wenn a ein Vektor
und « eine Dyade ist, die folgenden:

1. die vektorischen Derivationen V.a und Vxa, welche
nur in den vektorischen Gleichungen vorkommen, und

2. die dyadischen Derivationen V,a und Vx=, welche nur
in den dyadischen Gleichungen auftreten.

Es ist klar, daB alle diese und nur diese ridumlichen Deri-
vationen sich bei der Bildung der Energiegleichung zu der
Divergenz des Energieflusses 8 [siehe Gleichung (13)]
zusammensetzen miissen, beziehungsweise konnen.

Wenn in jener vektorischen Gleichung, welche die Fluxion
von a besummt und also bei der Bildung der Energiegleichung
mit a- multipliziert wird, die Derivation V.a vorkommt, so mufl
in jener Gleichung, welche die Fluxion der Dyade a bestimmt
und mit a: multipliziert wird, die Derivation V,a auftreten.
Diese beiden Derivationsglieder sollen energetisch komple-
mentdr genannt werden. Sie geben an die Energiegleichung
den Wert

aeVeatasV,a=diva-a

ab, bestimmen sonach die Divergenz eines Energieflusses a-a.
In derselben Weise sind die auf den rechten Seiten der
Grundgleichungen (1) bis (VII) stehenden rotorischen ridum-
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lichen Derivationen komplementir. Das erste Beispiel eines
solchen Zusammenhanges lieferten die Stromglieder ¢,V xm
und —c,Vxe der elektromagnetischen Gleichungen, welche
zusammen die Divergenz des Poynting’schen Energieflusses

ergeben:
Cp e Vxm—cynt-Vx e = div(mxe).

\Wenn ferner in der Gleichung fiir die dyadische Variable {
die Derivation Vxa vorkommt, so muf in der Gleichung fiir «
die Derivation —Vx§ auftreten, denn es ist

B:VUxa—a:VxB = div (axf);

es wird also durch diese zwei komplementdren Derivationen
ein Energiefluf ax3 bestimmtl

Hierdurch werden folgende Werte der in der vorher-
gehenden Abhandlung chemische Strome genannten? Deri-
vationsglieder der elektromagnetischen Gleichungen gefordert:

C L Z (‘lugz"'btii'ﬂ"'k*;zﬂ""ngn—‘u%q)*)’ (26)
¢ L D (a4 bl R HE ). @7)

Hierin bedeutet z. B.
at =L af+a,i.4-a,s;.

Das komplementire Glied steht in (IVa) und bedeutet
(vgl. L. c,, p. 387): |

avV,e =% g Viet+aze;Vita,V-e.

Die wichtigste riaumliche Derivation des Gleichungssystems
ist V-0 in der Bewegungsgleichung (I). Diese ist komplementdr
zu allen Derivationen der Geschwindigkeit v in den dyadischen
Gleichungen, da in den elektromagnetischen Gleichungen meiner
Theorie Derivationen der Geschwindigkeit {iberhaupt nicht auf-
treten,

i Dieses vekiorische Doppelprodukt habe ich (l. c., p. 391) definiert.
2 L. c, p. 392
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Hierin ist O die gesamte Spannungsdyade
6L 26, 28)

worin €, die Partialspannung des Stoffes z ist. Wir wollen
nachweisen, daf} diese den Wert haben muf}:

O, <P 1, & -l B i T30 8 A o 8 Rs Bt s — W, (20)

worin R, eine von # unabhingige tetradische Materialkonstante
ist. Hierbei haben wir der Allgemeinheit wegen andere Faktoren
m, ntln ), der stofflichen Variablen gewiihlt, welche im Ver-
hiiltnis o : 2 (vergl. (9)) zu den Faktoren #i 41 ) der kom-
plementédren Derivationen in den stofflichen Gleichungen stehen.
Damit wird unter anderem die Abhingigkeit der Spannungs-
dyade von der Temperatur eingefiihirt, welche bauptsidchlich von
dem Faktor 8’ des Derivationsgliedes 87-V; v der Wirme-
gleichung abhangt, dessen Wert durch den Ansatz (29) mit
bestimmt wird, und zwar mug

8H _9 ? 8]/
x?
worin *

8,7 = bt Roe ¥4 (1, — i18,) B - (2] — 73] g (2 — i) T+
. +(nl—ahE. (30)

Das Derivationsglied V.8 der Bewegungsgleichung,
welches als negative Kraft pro Volumseinheit (mit Ausschluf3
der Gravitationskraft) bezeichnet werden kann, gibt an die
Fnergiegleichung den Wert ¥+7.8 ab, welcher entgegengesetzt
gleich der durch die Arbeit dieser Kraft erzeugten Fluxion der
Bewegungsenergie ist, denn fiir VX = 0 ist nach (I:

& /1
078 = — (5 ev)

Die komplementiren, die Deformationsgeschwindigkeit
V,b enthaltenden Glieder der dyadischen Gleichungen geben
den Wert

B: Vs
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an die Energiegleichung ab, welcher also jenen Teil der Arbeit
der Spannungen ® darstellt, welcher direkt durch die thermo-
chemische Energie I, indirekt auch durch die elektromagne-
tische Energie E, aufgebracht wird, wie weiter unten ersichtlich
werden wird. Diese beiden komplementiren Werte setzen sich
zu der Divergenz des Energieflusses 8.y zusammen.

Wir miissen nun noch nachtriglich die Komponente — W,
der Partialspannung 8, Gleichung (29) erkldren. Diese hat kein
komplementires Glied in den dyadischen Gleichungen, sondern
der Wert p.V W, ist komplementdr zu dem Fehlbetrage
— W, divy, welcher nach p. 401 Gleichung (16) sich heraus-
stellte und sich weiterhin ergab, als wir nach (17) und (18) die
korperliche Fluxion der thermochemischen Energie W aus
deren totaler Fluxion bildeten. |

Da die analogen rdumlichen Derivationen ¢g,-V.{, be-
ziehungsweise p,+V+{' der elektromagnetischen Gleichungen
mit nahezu denselben Faktoren ¢,, beziehungsweise p, behaftet
sind als die betreftenden Fluxionsglieder, so kann in Anbetracht
der Analogie aller Gleichungen des Systems erwartet werden,
daB auch in der Bewegungsgleichung (l) eine rdumliche Deriva-
tion von der analogen Form pV X auftreten wird. Dann ergibt
sich aber, dal X die Spannungsdyade der Gravitation sein
muB, denn durch dieses selbst mit dem Faktor p behaftete
Derivationsglied werden nach der Bewegungsgleichung Be-
schleunigungen bestimmt, welche ceteris paribus nicht von p,
also nicht von der Dichte des beschleunigten Kérpers
abhingen, wodurch eben die Gravitationsbeschleunigungen
definiert sind.

Dieses Derivationsglied der Bewegungsgleichung (1) ist
energetisch komplementér zu den Gliedern

Axu'v.pn

der chemischen Schlufigleichungen (VII} und ergibt mit den-
selben den EnergiefluB pXwv, so dal der ganze dynamische
Energieflufl den Wert ; ‘
B+ X)ev (31)
hat.

T =z 3 s i
Foa e
- N

e T STl T
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Das Energieprinzip fordert deshalb, da
X = AD fus. | (32) n-

SchlieBllich stellen wir die Werte samtlicher aus dem
Gleichungssysteme folgender Energiefliisse zusammen:

r
Wert desselben (bis auf eine
arbitriire, divergenzfrei ver-
Name des Energieflusses teiite Komponente)
Dynamischer Energieflug............ . (B+pX)ev
EnergiefluB der Aberration des Lichtes. —Ev
»
Elektrochemischer Energieflug ....... gpenre+p, - em
‘Thermoelektrischer Energieflu§....... Jeq,-e
Elektromagnetischer  (Poynting’scher)
Energieflu. ................... c,exm
Energieflul der Wirmeleitung in elek- . ,
trischen Isolatoren . ............. 3 % Z (5400 A
x

Energieflu der Gravitation .......... Z (AT X G+ £ S %)

VI. Deduktion der Energiegleichung (Schlu8).

¢) Die Verwandlungsglieder.

Die sidmtlichen, noch nicht berlicksichtigten Glieder des
Gleichungssystems enthalten weder riiumliche noch zeitliche
Derivationen und kénnen deshalb nichts zu der Energie-
gleichung beitragen, weil nur aus Gliedern, welche Fluxionen
enthalten, die Fluxion einer Energie, und nur aus Gliedern,
welche rdumliche Derivationen enthalten, die Divergenz eines
Energieflusses gebildet werden kann. . -

Die Betrige, welche diese noch librigen Glieder an die
Energiegleichung abgeben, miissen sich deshalb paarweise
(eventuell gruppenweise) aufheben. Deshalb mogen sie Ver-
wandlungsglieder genannt werden, denn sie bestimmen
entgegengesetzte Fluxionen jener zwei Energien, welche
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durch die Fluxionsglieder jener zwei Gleichungen bestimmt
werden, welche diese komplementaren (sich paarweise in
der Energiegleichung aufhebenden) Glieder angehdren, also
bestimmen sie eine direkte Verwandlung dieser beiden Energien
ineinander. Da diese zwei Gleichungen aber wieder durch
andere Verwandlungsglieder an andere Gleichungen des
Systems gekoppelt sind, so gibt es auch indirekte Energiever-
wandlungen, welche man Energieverwandlungen mit Zwischen-
reaktionen nennen kann.

Die Bewegungsgleichung hat kein Verwandlungsglied, also
verwandelt sich die Bewegungsenergie niemals direkt, sondern
nur unter Vermittlung des dynamischen Energieflusses in
andere Energien.

Die Verwandlungsglieder lassen sich in drei Gruppen
teilen:

1. Die Schwingungsglieder. Ein solches ist ein Glied,
welches die Variable a enthilt und in einer Gleichung steht,
welche die Fluxion der Veriablen 3 bestimmt. Das komplemen-
tire Verwandlungsglied enthidlt dann B und steht in der Glei-
chung, welche die Fluxion von a bestimmt. Diese beiden
Glieder konnen mit entgegengesetztgleichen Materialkonstanten
behaftet sein und bestimmen dann eine direkte und umkehr-
bare Verwandlung der durch « bestimmten in die von § ab-
hidngende Energie. Das so gekoppelte Gleichungspaar bestimmt
eine Eigenschwingung (28} des Mediums, d. h. die Aussendung
einer Spektrallinie. Sind die beiden Schwingungsglieder energe-
tisch nicht genau komplementdr, wie dies z. B. flir die mit Sy,
beziehungsweise Sj; behafteten Schwingungsglieder der chemi-
schen Gleichungen (VIij), beziehungsweise (Vlsi) zutrifit, so
werden diese Schwingungen (¢;;¢;;) liberdies von Temperatur-
schwingungen begleitet.

2. Die Dampfungsglieder. Dies sind Glieder, welche
eine Variable a enthalten und in derselben Gleichung stehen,
welche die Fluxion von a bestimmt. Diese Glieder sind in halb-
wegs idealen Medien, soweit sie den stofflichen Gleichungen

angehtren, mit sehr kleinen Materialkonstanten behaftet,

widhrend umgekehrt in den elektromagnetischen Gleichungen
die Schwingungsglieder mit im allgemeinen verschwindend

e P A A e el
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kleinen Konstanten behaftet sind, so dal elektromagnetische
Schwingungen mit direkter Energieverwandlung nicht moglich
sind, sondern nur unter Vermittlung des Poynting'schen Energie-
flusses eintreten kénnen (vgl. p. 446).

3. Die quadratischen Verwandlungsglieder. Einige
dieser Glieder sind Quadraten dyadischer Variablen 2.2 pro-
portional und stehen dann entweder in der Warmegleichung,
oder in den chemischen Gleichungen. Sie sind komplementir
zu den entsprechenden Dimpfungsgliedern der dyadischen
Gleichungen.

Andere dieser quadratischen Verwandlungsglieder ent-
halten Quadrate des elektrischen oder magnetischen Vektors
und stehen dann entweder in der Wirmegleichung oder in den
stofflichen Gleichungen. Diese sind komplementir zu den
Dampfungs(Leitungs)gliedern der elektromagnetischen Glei-
chungen. Das Energieprinzip fordert also folgende Werte der
(zum Teil akzidentellen) Leitfdhigkeiten yund ¢/ in den elektro-
magnetischen Gleichungen. Es bedeutet:

% ~ A
et Dt T = 2t = 2l (@39)

worin :
T = —(ptéx +q1!11 + UxTx +wléi) *€,

i (IR, AR, +ulT, +nlE) 34

Ti’ =L (pilé.a+q:,p'x+v;’71.+w:,é*)'

Die Dimpfungsglieder und die komplementiren quadrati-
schen Verwandlungsglieder bestimmen nichtumkehrbare
Energieverwandlungen, vorausgesetzt, da die Koeffi-
zienten derselben konstant sind. Da aber diese Koeffizienten
noch von den realen Variablen in geringem Mafle abhdngen
konnen, so kdnnen auch diese Energieverwandlungen aus-
nahmsweise teilweise umkehrbar sein.

Da die komplementiren Glieder des Gleichungssystems an

" der Gleichheit ihrer Materialkonstanten erkannt werden kiénnen,

libersieht man nach obigen Anleitungen mit Leichtigkeit, da8
sie sich in der Energiegleichung kompensieren, beziehungs-

-

"v
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weise zu den Divergenzen der angegebenen Energieflisse
sowie zu den korpertichen Fluxionen der angegebenen Energien
zusammensetzen, womit bewiesen ist, dafl das Gleichungs-
system das Energieprinzip exakt erftllt.

Das Gleichungssystem hat noch eine grofie Entwicklungs-
fahigkeit. Bei jedem Versuch einer weiteren Durchbildung des-
selben mufl nun bei jeder Abinderung oder Hinzufigung eines
Gliedes sogleich das komplementire Glied abgedndert, be-
ziehungsweise hinzugefiigt werden, wodurch das Energie-
prinzip aufier seiner negativen (auswihlenden) Wirksamkeit
noch eine bedeutende positiv heuristische Wirkung ent-
faltet. '

Die letztere hangt natiirlich wesentlich zusammen mit der
physikalischen Deutung, welche man den realen Variablen des
Gleichungssystems beilegt. Die negative (auswéhlende) Wirk-
samkeit des Energieprinzips hingt aber mit der Beziehung des
Gleichungssystems auf natiirliche Vorgidnge (mit der physi-
kalischen Deutung der realen Variablien) kaum zusammen, denn
die physikalischen Prinzipien sind, wije ich (diese Sitzungsber,,
Bd. CXVI, p. 397) betonte, ais Gesetze liber die Form (nicht
tiber die Bedeutung oder den physikalischen Inhalt) des
Gleichungssystems aufzufassen.! Tats#dchlich kdonnte man sehr
leicht die gesamten, in den vorhergehenden Kapiteln mitgeteilten
Ausfihrungen in eine axiomatisch scharfe Form bringen, indem
man alle Bemerkungen lber die physikalische Bedeutung der
Variablen des Gleichungssystems streicht, welche nur der
ordfieren Anschaulichkeit wegen eingeflochten wurden. Nur die
geometrischen und kinematischen Grifien, also von den Feld-
variablen nur die Geschwindigkeit ¥ miissen von Anfang an
ihrer physikalischen Bedeutung nach hinreichend definiert
werden. Alle anderen realen Variablen werden durch das
Gleichungssystem selbst insofern definiert, als es keine Mihe
macht und wohl keine Zweideutigkeit mit sich bringt, wenn
man die natirlichen Vorginge aufsucht, deren Bilder die ein-
fachsten Integrale des Gleichungssystems sind.

1 Szarvassi (diese Sitzungsber,, Bd. CXIX, p. 204) kommt selbstiindig
zu der gleichen Auffassung.
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VII. Erhaltung der Bewegungsgrofie und Flichensatz.
Materialitit der Spannungsdyade.

Ilie Evidenz des dritten Newton'schen Axioms der Gleich-
heit von Kraft und Gegenkraft beruht auf den Voraussetzungen
der Realitit der Krifte und der Undurchdringlichkeit der
Materie. Wenn im Falle der relativen Ruhe der Massen eines
Systems gegeneinander {iberhaupt noch reale Krifte vorhanden
sind, so mufl das Gegenwirkungsprinzip gelten, weil sonst das
Massensystem als ganzes durch diese inneren Kriifte eine Be-
schleunigung erfahren wiirde. Dies gilt fiir translative Be-
schleunigungen auch dann noch, wenn man die Annahme der
Undurchdringlichkeit der Materie aufgibt, d. h. kérperliche
Fluxionen der Dichte

7 ap

= ,‘E‘t +divpp,

¢t

also Abweichungen von der I\’ontitmitéithIeichung-.,r zulift. Denn
flir das ganze Massensystem bleibt doch das Raumintegral der
Dichte, bei translativer Bewegung also auch die Bewegungs-
grofie erhalten.

In allgemeinen Fillen hat jedoch das dritte Newton'sche
Axiom keine Evidenz. Wenn z. B. eine zylindrische Wasser-
masse bei dauernder Abwesenheit von dufleren Kriften um
ihre Achse rotiert und ferner in derselben Salz mit ungleich-
formiger Konzentration geldst ist, jedoch so, daB die Konzentra-
tion dauernd nur von dem Abstande von der Rotationsachse und
der Zeit abhidngt, so wird nun Diffusion eintreten, durch welche
das Trigheitsmoment geandert wird. Es entsteht nun die
Frage, ob hierbei die Bewegungsgriie oder ob die Bewegungs-
energie dieses frei rotierenden Korpers erhalten bleibt. Beides
kann hier, da die Kontinuititsgleichung nicht erfiillt ist, nicht
gleichzeitig der Fall sein und ich ziehe in zweifelhaften Fillen
die Erhaltung der Energie entschieden vor.

Ich fasse das Gegenwirkungsprinzip nur als ein Gesetz
uber die Form der Bewegungsgleichung (I) des Gleichungs-

systems auf, welches derselben folgende Bedingungen auf-
erlegt:

o e w4

o o W e
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1. Die Bewegungsgleichung darf kein Verwandlungs-
glied enthalten. Denn das Raumintegral eines solchen, gar
nicht von raumlichen Derivationen abhdngenden Gliedes iiber
den ganzen von dem betrachteten Vorgang eingenommenen
Raum kann unmdoglich identisch verschwinden und dann hitte
auch das Raumintegral der Fluxion der Bewegungsgrofe einen
von Null verschiedenen Wert.

2. Die Bewegungsgleichung darf keine rotorische rium-
liche Ableitung enthalten, weil sonst der Fliichensatz nicht
erfiillt werden kénnte. Es darf also

a) kein Glied, welches die Ableitungen Vxp, Vx¢ oder
Vxm enthilt, in der Bewegungsgleichung vorkommen,
wihrend in den sonst analogen elektromagnetischen
Gleichungen die Stromglieder Vxm und Vx ¢ betricht-
lichen Einflu haben;

b) es muB die Spannungsdyade ® und die Spannungs-
dyade X der Gravitation symmetrisch sein, weil
sonst die Derivationen V.8, bezichungsweise VX
rotorische Glieder enthalten wiirden.!

3. Es muB hierbei vorausgesetzt werden, dafi das Newton-
sche Gravitationsgesetz aus dem iibrigen Gleichungssysteme
deduziert werden kann, denn nur wenn gerade dieses Gravi-
tationsgesetz gilt, ist ein Glied von der Form pVX in der
Bewegungsgleichung zulissig und notwendig vorhanden. Die
Unabhiingigkeit der Gravitationsbeschleunigung von der be-
schleunigten Masse fordert nach dem Gegenwirkungsprinzip
die Proportionalitit der Gravitationskraft mit der anziehenden
Masse. Es ist dies der griofite Erfolg des Gegenwirkungsprinzips,
denn diese Proportionalitdt der Gravitation mit der anziehenden
Masse wurde (sehr lange nach Newton) durch die terrestrischen
Gravitationsversuche bestétigt.

4. Das Gegenwirkungsgesetz wiirde verlangen, daf .das
Fluxionsglied der Bewegungsgleichung die Form hat:

ay + dp

P TEEY

1 Fir die elastische Spannungsdyade ist diese Forderung stets beriick-

sichtigt worden. In allgemeiner Fassung spricht dieselbe auch Hamel (Math.
Ann., 66, p. 364) aus.

b.
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Es wurde jedoch schon eingangs dieses Kapitels gezeigt,
dafl die Form dieses Fluxionsgliedes aus dem Energieprinzip
und nicht aus dem Gegenwirkungsprinzip bestimmt werden
muf}. Die hierdurch bewirkte Atweichung von dem Gegen-
wirkungsprinzip ist jedoch unmefibar klein.

Die Symmetrie der Spannungsdyade fordert zufolge
des Energieprinzips (vgl. weiter oben p. 406), daf} die enecrgetisch
komplementédren Glieder symmetrisch sind. Die sdmt-
lichen rdumlichen Derivationen der Geschwindigkeit,
welche in dem ibrigen Gleichungssystem vorkommen, miissen
also aus diesen triftigen prinzipiellen Grinden exakt sym-
metrisch sein. Hiegegen verstofien alie fritheren an die Max-
well’'sche Theorie ankntipfenden Theorien, da sie, wie diese,
einen EinfluB der Rotation des Mediums auf elektromagne-
tische Vorgidnge annehmen. Zufolge dessen ist die Maxwell-
Hertz'sche elektromagnetische Spannungsdyade unsymme-
trisch, was zur Folge haben wiirde, da$ ein dynamisch abge-
schlossenes System durch die inneren Maxwell’'schen Krifte im
allgemeinen in Rotation geraten mufite (vgl. p. 429).

In meinem Gleichungssystem kommen riumliche Deriva-
tionen der Geschwindigkeit in den elektromagnetischen Glei-
chungen (Ila) und (I1b) dberhaupt nicht vor, in den dbrigen
Gleichungen sind sie streng symmetrisch. Es bedeutet

1 -
m\,p =L 5 Mo (V0 +03;V)+m, div v. (33)

Uberdies fordert das Gegenwirtkungsprinzip, daB das
Integral der Spannungsdyade 6 iiber die Grenzfliche eines
dynamisch abgeschlossenen Raumes verschwindet, Dies lafit
erkennen, dafl die Spannungsdyade durch eine reale Verande-
rung des Mediums bewirkt wird, welche in der indifferenten
Grenzschale (vgi. weiter oben p.395) des betrachteten Vorganges
verschwindet. Wir erkennen sonach, daB die Spannungsdyade
nicht nur symmetrisch, sondern auch eine Funktion der realen
Variablen des Systems sein muB.

Ich gehe aber noch weiter, da ich die Unbegrenztheit (die
Erstreckung bis ins Unendliche) der Kraftfelder der ilteren
Theorien fir unnatiirlich halte. Deshalb stelle ich das Prinzip
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der Materialitit der Spannungsdyade und der Mate-
rialitit des Gravitationspotentials als heuristische Hypo-
these auf, welche besagt, daB die Spannungsdyade und das
Gravitationspotential keine Funktion der realen vektorischen
Variablen ist, sondern daB Spannungsdyade und Gravita-
tionspotential ganz allgemein durch eine Zustandsglei-
chung als Funktion der realen dyadischen Variablen des
Gleichungssystems bestimmt ist. Nur in dem isotropen
Drucke war friher ein Fall der Materialitdt einer Spannungs-
dyade bekannt, welcher durch eine Zustandsgleichung als
Funktion der Dichte, der Temperatur und des chemischen
Zustandes des Mediums bestimmt ist. Gleichung (29) stellt die
allgemeine Zustandsgleichung meiner Theorie dar, welche
alle Kraftwirkungen mit Ausnahme der Gravitaticn beschreibt.
Aber auch bei der Aufstellung einer Nahewirkungstheorie der
Gravitation hat sich das Prinzip der Materialitdt des Gravitations-
potentials heuristisch wirksam erwiesen.

VIII. Prinzip der Erhaltung des Stoffes.

AuBler der Bewegungsgleichung haben nur noch die
dyadischen Gleichungen (VI7) die Eigentiimlichkeit, dafl uie
keine Verwandlungsglieder, sondern nur zeitliche und rdum-
liche Derivationen enthalten.

Hierin ist »; eine in isotropen Medien skalare, in aniso-
tropen Medien aber tetradische Materialkonstante, welche den-
selben Skalar hat, wie die Variable W';. Es mu8}, wie wir sogleich
einsehen werden, die Beziehung gelten:

I:W, T I:v; 2 P 1 (36)

Mit P; bezeichnen wir eine skalare Variable, deren Bedeu-
tung sich sogleich ergeben wird.

Integricren wir die Gleichung (VI#) lber den ganzen von
dem betrachteten Vorgang eingenommenen Raum 1, so ver-
schwindet das Integral der rdumlichen Derivationen und wir

erhalten:
d \Vé 9
.[dr (717 FitrizV, ") = 0.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Kl.; CXX. Bd., Abl. Ila. 27
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Multiplizieren wir mit Iz, so ergibt sich [vgl. Gleichung (39)
weiter unten}:

d y, LI )__ 5 P — -
[dt(—c—ﬁ-l,+l,d.vu _Idt Y I’ =0. (37)

Es gibt nur eine ¢cinzige Variable (aufer der Energie), deren
Raumintegral unbedingt erhalten bleibt und diese ist die Dichte
eines chemischen Elementes. Es bedeutet also P, die Dichte
der chemischen Komponente 7 (siche weiter oben p. 360) und die
Gleichung (37) spricht die Erhaltung der Masse jeder der
chemischen Komponenten 7 in einem stofflich geschlos-

senen Raum aus.

Dritter Teil.

IX. Theorie der Elastizitit.

Betrachten wir zunichst nicht elektrolysierbare und nicht
diffusionsfihige Medien, in welchen die Materiaikonstanten #
und ¥ verschwindend kleine Werte haben. Fiir diese nehmen -
die Gleichungen (VI/) die Form an:

d
dat

VvV, =% 0. (38)

Eine derartige Gleichung gilt fiir jede Komponente i des
Mediums, und wir lassen darum den Index i hier weg. Hierin
bedecutet

1 % ¢
Vet T (Vep 40,V o di 9
’ 2&—'—3?( 3 )+1+BBL=‘J”’ (3)
worin @ und 3 skalare Materialkonstante sind. Dieser Ansatz ist
moglichst allgemein gewiihit, jedoch so, da ¥V, ¥ symmetrisch
ist (vgl. p. 414) und dag

I:V,v=divy, v

was nach obigem durch das Prinzip der Erhaltung des Stoffes
gefordert wird.

Die Fluxion der Dyade W, welche wir elastische Dyade
nennen wollen und deren Skalar die Dichte P ist, hingt hier-
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nach ebenso wie die Fluxion aller anderen dyadischen Variablen
des Systems von der Deformationsgeschwindigkeit V,9
ab, hier ist aber nach Gleichung (38) diese Abhdngigkeit eine
ganz reine und ausschlieBliche, woraus sich die idealen
elastischen Spannungen ergeben.

Der nicht von den stofflichen Variablen abhiingende Teil
der Spannungsdyade hat nach (29) den Wert

Q-Lgiy- WU R, (40)

worin nach (18), (22) und (24), falls y und ¢ nicht von ¥ ab-
hingen:

1
_)‘F:n:\lf+llf:c:{}+ll’:x (41)

[
F=

W =

und
gL Win+dic+y (42)

Lassen wir die von der thermischen Dyade & und von y
abhingenden Komponenten der Spannungsdyade zunidchst
auBer Betracht, so hat diese den Wert

1

0-2W:m:r— 5

L OER/R R 8 (43)

Dies ist die Spannungsdyade solcher idealer elastischer
Medien, deren Moduln nicht von der Temperatur abhingen und
welche bei adiabatischer Deformation keine Temperaturinde-
rung erfahren und diese wollen wir zunidchst berechnen.

Die folgende Elastizititstheorie, nach welcher die Fluxion
der Spannung © durch die Deformationsgeschwindigkeit
nach Gleichung (38) bestimmt wird, ist prinzipiell verschieden
von der klassischen Elastizititstheorie, nach welcher die Span-
nung durch die Deformation bestimmt wird, und es soll nun
gezeigt werden, daB die experimentell kontrollierbaren Folge-
rungen aus beiden Theorien mit hinreichender Prizision iiber-
einstimmen.

Wir haben zu diesem Ende einen schwierigen Rechm'mgs-
weg zu verfolgen und miissen uns einige, wenn auch sehr
geringfiigige Vernachldssigungen gestatten, ehe wir mit der
klassischen Elastizitidtstheorie zusammentreffen, aber letztere

27"

A S - i N ru S,
iy P el B & e eIy i .
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mufl denselben Weg in umgekehrter Richtung gehen, wenn
sie zeigen will, dafl ihre Annahmen und Folgerungen mit dem
Energieprinzip in Einklang stehen und sie kann deshalb
diesen Beweis schwerlich exakt, sondern wohl nur mit einigen
geringfligigen Vernachldssigungen fithren. Auch das Eatropie-
prinzip erflillt nur meine Elastizitatstheorie unmittelbar, wie
weiter unten in Kapitel LIII nachgewiesen wird.

Wir haben zu zeigen, dafl die elastische Spannungs-
dyade (43) mit groler Anniherung dem symmetrischen Teil

-;- (@+B.) L aisitbisjtctst (44)

der Deformationsdyade € proportional ist. Hierin sind t | ¢ Ein-
heitsvektoren in den Hauptrichtungen der Deformation und
a b ¢ die Hauptdehnungen.

Die Deformationsdyade ® ist der derivierten Dyade V:u
der Verschiebungen u nur dann gleich, wenn man als Dehnung
das Verhiltnis der Verlingerung zu der schlieBlichen Linge
einer Strecke bezeichnen wiirde, was nicht {iblich ist. Eine
homogene Deformation & wird vielmehr definiert durch

ty® —r—r, oder (x—u).P —=u, (45)

worin r, den Ortsvektor der anfanglichen Lage eines Punktes
des Mediums, welcher bei Kenntnis der Geschwindigkeits-
verteilung auf seiner Bahn verfolgt werden kann, ferner ¢ den
Ortsvektor desselben nach erfoigter Deformation, also r—rt,
die Verschiebung bezeichnet. Hiernach ist

r-® = u-([+ ),
it =r.d.(I+P)1.

Andrerseits ist aber fiir eine homogene Deformation, und
eine solche ist jede Deformation, in den kleinsten Teilen des
Raumes

u—= r-V;u,
also endlich
Viu = @ (I4P)—1, (46)
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Eine solche reziproke Dyade ldft sich in einc Reihe ent-
wickeln, welche konvergiert in dem Intervaile

—I2® 2]

d. h. solange die Hauptdehnungen a bc¢ echte Briiche sind, also
noch fiir sehr groBe Deformationen. Es ist

([+®) 12T d4+P- 0D DD+ ... 7

Wir erhalten sonach
V;uétb—d)-tb-{—(b-d)-d)-—... (48)

Nun miissen wir die Beziehung der Fluxion der deri-
vierten Dyade der Verschiebungen zu der Deformations-
geschwindigkeit ableiten. Da letztere nach (39) symmetrisch
ist, so konnen wir, ohne die Allgemeinheit der Rechnung zu
beeintrdachtigen,

rotp =0

setzen, indem wir z. B. dem Koordinatensystem stets eine
solche Rotation erteilen, da8 diese Beziehung in dem auf seiner
Bewegung verfolgten kleinen Teile des Mediums stets erfillt
_ist. Dann ist nach (11):

d 0
—d-t-v;u— Wv;u-{-h'v:V?"'
Ferner ist
d ¢
= d_tn = —5}—n+n-'€7;u,
also
Vs 8 n=Vu—Vi@®.Vn).

ol

Ferner kann man die derivierte Dyade des Produktes einer
Dyade und eines Vektors nach folgender Rechenregel ent-
wickeln:?

Vi Vin) L (V;(0;V)) 04+ (V;0)« (Vi)

1 Siehe Jaumann, Bewegungslehre, p. 302, § 527.

B e e s
R . 3 - P
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Endlich ist
V-V (Vim) L (Vs (u; V))ew.

Setzt man dies, rlickwirts schreitend, in die obigen Glei-
chungen ein, so erhilt man

—d‘wlt— Vit = Vi —(V:1)+(V;n).

Es crgibt sich also schlieBlich

d
. iﬁ — - . —_ . —1
Vip (dt V,u) I—=Vu)—1, (49)
Hieraus folgt
v:V L ([—n,; V)1, (—Z_% 1!;‘(7) , (30)
) d
divp = (Wv;u):(l——v;u)*’. b1

Die reziproken Dyaden kdnnen wir nach (47) in Reihen
entwickeln. Wir nehmen nun an, daf die Deformationen
homoiog erfolgen, d. h. daB nur die Hauptdehnungen beliebige
Funktionen der Zeit sind, die Hauptdehnungsrichtungen aber
ihre Lage im Kérperelemente bewahren oder, priaziser aus-

d
gedrickt, dafl die Dyaden V;u und 7‘7;11 homolog sind,

d. h. gleiche Hauptrichtungen haben. Alle vorhandenen Beob-
achtungen beziehen sich nur auf solche homologe Deforma-
tionen und da man die Reihenfolge homologer Dyaden in
Produkten vertauschen darf, so erleichtern wir uns mit dieser

zuldssigen Einschrinkung die Rechnung ungemein. Es ergibt
sich sonach:

d 1
v. =_‘L-__ » — - . - . o
w2 (Vi (T,
d
D;V =3 -BT(II;V-F %—(II;V)'(H,‘V)"‘ .. -), (52)
divh-.—-—d—(d' + ! Vin): (V )
= —pldiva 'Q( st (V4. ),
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was fiir belichig rasche und sehr grofie, aber lhomologe De-
formationen gilt. Fiihren wir statt Vs n nach (48) die Deforma-
tionsdyade ¥ ein, so ergibt sich

’ dt

— ‘.

9 d 1 3 .,
Tip-L S (@ D04 (53)

und schlieBlich unter Berlicksichtigung von (39)

. [ 1 -
riV,p =k tht (1’: [P]-- 5[(b]2+ ), (O4)
worin '
. % P4D,. B .
[‘b] = 7+35 5 -+ 2t 30 $:1
2 QP4 P, ¥
2 e hd . « (b

- Jetzt konnen wir die Grundgleichung (38) integrieren. Wir
setzen die dyadische Integrationskonstante gleich Null, d. h. wir
ziihlen die Verschiebungen n von einem spannungslosen
Anfangszustand aus und erhalten

_ —r:(\[‘b]* Lrops . ) (55)

2
Die elastische Spannungsdyade 8 hat also nach (43)
den Wert

2 f_’.L»—(r:'r,:r):[<b]+-—12~((r:11:r):[(1>]2-—
—[®]:(regir) [P —... (56)

Es folgt also, daff die elastische Spannungsdyade in erster
Anniherung der Deformation proportional ist, bei starken De-
formationen aber weniger rasch als diese wichst, was den
Beobachtungen bestens entspricht.

Die tetradische Materialkonstante r:v:i7 ist die Elastizi-
titstetrade! (Modultetrade) des im allgemeinen anisotropen
Mediums. Da diese auch in triklinen Krystallen noch sym-

1 Vgl. W. Voigt, Gétt. Nachr. 1900, p. 355; E. Waelsc¢h, Compt. rend.
juillet 1906, Wiener Monatshefte 1906, p. 270.

et
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metrisch ist, haben wir uns in obiger Rechnung gestattet,
¥ und 7 als symmetrische Tetraden zu behandeln. Die Elastizi-
tiitstetrade ist die einzige tetradische Materialkonstante, welche
bekannt war. In meinem Gleichungssystem spielen aber zahl-
reiche tetradische Materialkonstanten eine wichtige Rolle, ja
durften die mecisten Matertalkonstanten der dyadischen Glei-
chungen im allgemeinen tetradisch sein, wenn auch ihre Aniso-
tropie eine schr geringe ist.

In isotropen Medien sind alle Materialkonstanten skalar,
auch die Elastizitdtstetrade 7#?® ist ein positiver skalarer Wert.
Der Torsionsmodul isotroper Medien hat nach (56) den Wert

> o 2 .
K= 4+nr Z136

Der [.amc¢’sche Modal hat den Wert

B
A= 2 o
+rr a1 3p
Da nun ¥ als Funktion der Deformation bekannt ist, so ist
es leicht, auch den in (40) angegebenen, der Temperatur pro-
portionalen Teil der elastischen Spannungsdyade ¥ : R: 4 zu
berechnen.

X. Zustandsgleichung der Gase.

In Gasen sind sdmtliche Groflen in (18), (24) und (22)
skalar und diese Gleichungen nehmen die Form an:

P = pn—W+RyT, (57)
1

W = *2-‘T](JQ+C[JT+P-/_1 (58)
1 @ ) . ' -

v = —-2- fz—’; (T‘ {J')‘FCZ +Z. (09)

Hierin ist P die Spannungsdyade, d. i. der isotrope Druck

des Gases, p dessen Dichte und T die absolute Temperatur.
F.ieraus folgt: ’

19 1
P=RpT+ — p-— (p2)— - 7p?
pT+ oy (85— e” (60)
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Dies ist die Zustandsgleichung der Gase, jedoch muf3 noch
iber die Materialkonstante v disponiert werden. Es ist hochst
unwahrscheinlich, da bei den ungemein starken Verdichtungen,
welchen man die Gase unterwerfen kann, diese Materialkon-
stante sich als ganz unabhingig von der Dichte erweisen
sollte, sondern es ist natiirlicher eine (im einfachsten Falle
lineare) Abhangigkeit anzunehmen und zu setzen:

7= —a+8p, (61)

worin o und B zwei sehr kleine positive Materialkonstanten
sind.

Die Zustandsgleichung der Gase hat hiernach die Form
1
P=RTp-- ué—-ap2+{3p3. (62)

Diese Zustandsgleichung ist wesentlich einfacher als die
bisher aufgestellten, ndhert sich im Typus der Reihe von
Kamerlingh Onnes! und ist wohl die einfachste, welche
noch die kritischen Eigenschaften hat.

Die reellen Teile der drei Wurzeln p, p, py von (62) sind
samtlich positiv, da dieselben die Bedingungen erfiillen miissen:

= PF+P(+PP_”1'?—7: _—Ii‘
23’ 1Pt Palrg T P8P — B:P1Pzps—ﬁ

fr ¥ Pty =
Die kritische Dichte, die kritische Temperatur und der
kritische Druck haben hiernach den Wert

2
pk—_—%—%—, T, = —11_2—6%, szﬁ%;.
Die reduzierte Form der Zustandsgleichung (62) lautet:
' Pl — 3 TIPI__SPIS_‘_pIa_
Es ergibt sich also der Wert der Gaskonstanten im Ver-
hiltnis 3 : 8/, grofer, also richtiger als nach van der Waals.

1 Vgl. z. B. Kuenen, Die Zustandsgleichung. Braunschweig 1907,
p. 209 ff.
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Die Dichte Ubersteigt in praktischen Grenzen auch fiir die
niedrigsten Temperaturen nicht merklich den Wert 3 . Ferner
hat P/p bei konstanter Temperatur das charakteristische, von
Amagat beobachtete Minimum.

Bei extremen Kompressionen und niedrigen Temperaturen,
also insbesondere in bezug auf die charakteristische Form der
Isotherme 7T — 0, weichen die Angaben meiner Zustands-
gleichung wesentlich von jenen der van der Waals'schen Zu-
standsgleichung ab, doch scheinen sie mir natiirlicher zu sein.
Dehnt man eine Flissigkeit bei niedriger Temperatur aus,
jedoch so, daff keine Dampfentwicklung stattfindet, so muf ihr
Druck allerdings negativ werden, d.h. betriichtlich unter jenen
des Vakuums sinken, was den Beobachtungen entspricht. Nach
der van der Waals'schen Zustandsgleichung ist abzr der tiefste
mdogliche Druck negativ unendlich und man niihert sich dem-
selben gerade bei den stdrksten Kompressionen, wihrend nach
meiner Zustandsgleichung der Druck den Wert —3 P, niemals
unterschreiten kann, welcher bei T— 0 und p = 2p erreicht
wird und man sich bei sehr starken Kompressionen stets
positiv unendlichen Drucken,nihert.

Die Ursache der Abweichung von der idealen Zustands-
gleichung ist nach meiner Theorie die eigentliche Elastizitat
der Gase, denn 7 ist nach dem vorhergehenden Kapitel die
wahre Elastizititskonstante, welche die von der Temperatur
unabhidngigen Anteile der Elastizititsmoduln bestimmt,
Jedoch ist dieser wahre Elastizititsmodul der Gase nach (61)
bei kleiner Dichte sehr klein und negativ und erreicht erst bei
hohen Dichten positive Werte.

XI. Die stofflichen Variablen im langsam verinderlichen
Felde.

Wir wollen nun die durch die dielektrischen und meta-
elektrischen Variablen bestimmten Spannungen berechnen und
setzen dabei voraus, dafl die betrachteten Vorginge mit beob-
achtbarer Langsamkeit vor sich gehen. Dann kann man die
Fluxionsglieder der dielektrischen und metaelektrischen Glei-
chungen (IV) und (V) ganz vernachldssigen, denn die Koeffi-
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zienten derselben e, €, g, ¢ sind, wie aus der hohen Schwin-
gungszahl der stofflichen Eigenschwingungen (Schwingungs-
zahl der Spektrallinien) hervorgeht, so Klein, daf} diese Fluxions-
glieder nur bei optischen Schwingungen und elektromagne-
tischen Strahlungen von merklichem Einfluf sind, welche Er-
scheinungen in der vorhergehenden Mitteilung (1. c.) bereits
behandelt wurden und auf Grundlage des geschlossenen Glei-
chungssystems erst in der folpenden zweiten Mitteilung aus-
fiihrlich berechnet werden sollen.

Die folgende Tabelle gibt die Werte der stofflichen Variablen
im langsam verinderlichen Feld an. Jeder Spaltentitel ist gleich
der Summe aller Glieder der Spalte, jedes multipliziert mit
seinem Zeilentitel. Die in den Zeilentiteln angegebenen Feld-
grofen bestimmen also ebensoviele Komponenten (der in den
Spaltentiteln angegebenen stofflichen Variablen und damit) der
Spannungsdyade.

' Tabelle (63).

E(s*+¢¢) } R(s®+gg) | TG H07) : (=2 +2)

V,0 it —¢'im | —sii- ¢tz —yE | —zid—yit
g-€3¢C sq—¢p | —sp-¢q | qw—y'v | —zv—yw
TRE L EY sg--¢'p | —sp'-¢q | 2 -y —ztf
T, g, sb—ga | —sa—¢b | zl—yk | —zk—yl
Vs thom st —¢a' | —sal-gb | V¥ | - sk —yl

Vx$ shl—¢h | --sh—¢l! 0 0

Vx ¢ 0 0 +y'a +za

Vxy 0 0 —z8 +y3
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Die gesamte, durch die stofflichen Variablen 2Ly ¢ be-
stimmte Spannungsdyade hat nach (29) und (35) den Wert

O 2 mitwf+ny+n'E =

1 1 _ _
Lo omty (BHE)+m R+ 5 nel (L + i)+ #e i+

1 1 - = -
+ 4.2" ”0 (7"‘7‘)*}-%3 7S+ é n’{)(&"‘&c}"'n;es . (61)

XII. Theorie der Zahigkeit.

Die stoffliche Spannungsdyade (64) hidngt nach der ersten
Zeile der Tabelle (63) linear von derDeformationégeschwin—
digkeit V,p» ab, was diec Zihigkeitsspannungen erkldrt, und
zwar ergibt sich fiir die Spannungsdyade der Zihigkeit hier-
nach

: 1 .
9 =L q—?TKO(V;n+n;V)HK3 div v, (65)
worin K, der bekannte Zahigkeitsmodul und K; ein noch un-

bekannter, weil schwer mefibarer Zidhigkeitsmodul ist. Fir
diese ergeben sich nach (35) und (64) die Werte

., fmyimyemiin, Y ng i, yni]
K, = £t 2 : - (66)
¢ 2y
r — ¢'(m ity + 191, 398+ B gind,) + ¢ (w77 g i+ 3 mal i)
8 st4-¢¢
+ V (0, 7y ng Tiy—+ Sm, 1) 4y (0 70+ 0l i1 + 3nfiil) ©67)
223y

Wegen der Kleinheit der metaelektrischen Didmpfungs-
konstanten ¥ und ¥ kommen fast nur die von den dielektrischen
Dampfungskonstanten ¢ und ¢’ bewirkten Zahigkeitsspannungen
in Betracht. ‘

Die Warmeproduktion bei rascher Deformation zidher
Medien wird in Kapitei XLVII berechnet werden. Uber die mit
der Zihigkeit zusammenhéngende Kundt’sche Doppel-

brechung und die Reibungselektrisierung siehe Kapitel
XVII und Kapitel XXIL
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XI1IL. Elektrische und magnetische Kriifte.

In den stofflichen Gleichungen (IV) und (V) treten ebenso
wie in der Temperaturgleichung (1lI) quadratische Verwand-
lungsglieder auf, welche (dyadische) Quadrate des elektrischen
(beziehungsweise magnetischen) Vektors enthalten und zu
den (metallischen sowie akzidentellen) Leitungsstromen in
den elektromagnetischen Gleichungen komplementir sind (vgl.
p. 410). Sie bestimmen direkte Verwandlungen elektromag-
netischer Energie in Wirmeenergie, welche in gutleitenden
Medien sehr bedeutend ist, aber auch in dielektrische und
metaelektrische Energie, welche letzteren Energieverwand-
lungen aber meist verschwindend klein sind, weil die Koeffi-
zienten vw p g w p' ¢’ simtlich in den allermeisten Medien
verschwindend kleinen Wert haben. Dennoch haben diese
quadratischen elektromagnetischen Verwandlungsglieder der
stofflichen Gleichungen eine grofie Wichtigkeit fiir meine
Theorie. Es ist ausgeschlossen, obige Koeffizientern exakt
gleich Null zu setzen, weil durch diese Verwandlungsglieder
die ponderomotorischen und Induktionswirkungen im elektro-
magnctischen Felde bestimmt werden. Ferner nehmen die-
selben bei hohen Feldstirken merkliche Werte an und be-
stimmen die Leitfihigkeit des Wismuts im magnetischen Felde
(vergl. Kapitel XXIV), die Entladungserscheinungen in Nicht-
leitern, die Leitfihigkeit ionisierter Gase, die auf den soge-
nannten lonenstofl zurlickgefithrten Erscheinungen und insbe-
sondere auch die Entladung durch polarisiertes Licht, welche
letzteren Erscheinungen aber erst in der zweiten Mitteilung
betrachtet werden sollen.

Die Abhingigkeit der stofflichen Variablen von diesen
Verwandlungsgliedern wird durch die zweite und dritte Zeile
der Tabelle (63) angegeben. Es bedeutet wieder e,¢, beziehungs-
weise m,m das allgemeine dyadische Produkt, so daB z. B.

veee,e =L yyeeesevy g, ¢t .

Die stoffliche Spannungsdyade (64) hat also im elektro-
magnetischen Felde den Wert

O L K soese+Aeci+Kypemym Kypw?, (68)
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1, (V.87 — 1wy 2) 491, (W, ¥y 414 2) N 1o (o’ — g, 8) + 1 (g, ¢+, S)

K, = 2t yy s4¢y! ’ (69)
K — (11,431, (Vg — 10, 2)+(h 4 3ty (o y + v, 2) 411, (v, ¥ — Wy 2) + 1k (W, 3+ 1,%) .
3 z2+yy,

4 (a4 3m) (pyg gyS)+ 04 +34) @442y ) +15(Pof = )+ H@CHPS) (7o)

si+gf

Die Werte fiir A und KJj erhilt man hieraus, indem man statt v w p g setzt beziehungsweise v/ ' p/ .
Von diesen sehr kleinen Materialkonstanten kiinnen wir (wenn wir hier auf die Darstellung der Entladungs-
erscheinungen verzichten) ¥y pq p'¢'v, wy v, 0}, gleich Null setzen:

Der betrichtliche Einfluff dieser quadratischen Verwandlungsglieder auf elektromagnetische Vorginge
in idealen Medien ist einerseits auf die GroBe der Konstanten #, #, #, 1} zurlickzufiihren, d. h. auf die sehr
betrichtliche Abhingigkeit des metaelektrischen Feldes von der Deformationsgeschwindigkeit, andrerseits
auf das Vorhandenscin einer betrichtlichen metaelektrischen Energie W/ in jedem elektromagnetischen
Felde, welche, wenn g = g’ und

' 2owv, g’ (z+7) = (0—1)2*
im Verhiltnis (e—1): @ zu der Energie E, des elektromagnetischen Vektorfeides steht, welche tatsichlich
fiir sich allein im Verhiltnis 1: o kleiner wire, als den Beobachtungen entspricht, da wir die dielektrischen

Ton gesetzt haben. Diese samtlichen Konstantenbeziehungen

diirften aber nur in idealen Nichtleitern exakt erfiillt sein.

Koéffizienten des Vakuums nach (9) gleich
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Wir setzen:

[0)]

v
— — g — 1 LR
1y = +2u; = ny = —-2n; und n,—- =,
z 27 @
I
0

—

Vy = Wy == U o

Durch diese in idealen Medien geltende Beziehung hoéren
Jdie Konstanten A" auf, Materialkonstanten zu sein und nehmen
Jie Werte an:

1. R . ot
~2—Ixﬂ = ?It; = -K, = K, = — 5 (72)

Der Ansatz (72) gilt nur fir einfache Stoffe. Fidr Mischungen
ist zu beachten, dafi simtliche Materialkonstanten der stofflichen
Gleichungen fiir den Stoff x der Konzentration proportional sein
miissen, in welcher dieser Stoff in der Mischung vorhanden ist

(vgl. p. 394) und es ist dann (71) durch die entsprechende

Beziehung
Yot = (73)

ZUu ersetzen.

Die elektromagnetische Spannungsdyade hat nach
(68) und (72) den Wert

w w .
B - ettt — 22— wpemam4 —nm —
H 2 [ ¥ ') :

€

-"9—— -_— Coffe ——-i”—- - —E L] . —~-—u—)— .
5 rE3C o S EeExe — o flemsm - oo p mxunt.  (74)

Die Spannungsdyade der Maxwell'schen Theorie und aller
an dieselbe ankniipfenden Theorien hat hingegen den Wert

= ez 2 ciexe— o MIpeN — o e Ulx
=y N g Erexem sk g oA
Der Unterschied der Maxwell'schen und meiner Span-
nungsdyade, au{ welchen ich schon frither! hingewiesen habe,
ist nur in krystallischen Medien und auch fiir diese wohl sehr

1 Ann. d. Phys., Bd. 19 (1906), p. 886.
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schwer experimentell konstatierbar, aus theoretischen Gesichts-
punkten spricht aber dieser Unterschied sehr zugunsten meiner
Theorie (vgl. das p. 414 Gesagte).

XIV. Theorie der Oberflichenspannung,

Die librigen in den Zeilentiteln der vierten bis achten Zeile
der Tabelle (63) angefiihrten FeldgroBen bestimmen ebenfalls
Spannungen, welche aber aus leicht ersichtlichen Griinden
schwerlich experimentell konstatierbar sind.

Die noch nicht erklarten Kraftwirkungen, d.i. die Gravi-
tation und die mit dieser nahe zusammenhingende Ober-
flaichenspannung (Kapillarspannung) folgen aus den chemi-
schen Schlufigleichungen (VII).

Betrachten wir zunichst statische Fille bei Abwesenheit
eines 2lektromagnetischen Feldes, so nimmt (VII) die Gestalt an:

Ko =% — . Uxaj—y-VxpE, (75)

wobei wir den Index x weggelassen haben. Nach der siebenten
und achten Zeile der Tabelle (63) ergibt sich

TE+2Y) = +yaVx$—2fVxy,

s (76)
(22 4) = F2aVxd+yBVxy.

Bertlicksichtigen wir zundchst nur das erste Glied der
rechten Seite von (75), so erhal.en wir
- & - —-z—a.E__ ') P Y (_yag — )
K- +$.Vx (22_{_}/}/ Vxy) —§Tx Py Vxdg ). (77)
Das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichung ergibt
das ideale Gravitatiousgesetz (siehe Kapitel XV), das zweite
Glied ergibt das Gesetz der Oberflichenspannung. Beriick-
sichtigen wir zunidchst nur dieses, so erhalten wir fiir die
Spannungsdyade der Oberflichenspannung den Wert

08 L aVx(bVxp). (78)

Hierin ist
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Die Gleichung (78) gilt nur fir isotrope Medien, fir
welche ¢ == p gesetzt werden kann [nach Gleichung (36)), ferner

haben wir nach (40} :
8 = ¢(RT

unter Vernachlissigung der von dem Quadrate von ¢ ab-
hingenden Spannung.

Von besonderem Interesse ist die Form der Spannungs-
gleichung (78), dieselbe gibt nidmlich die bisher unbekannte
Form des Nahewirkungsgesetzes der Oberflachen-
spannung an, wie sogleich nachgewiesen werden soll.

Kennt man einmal die Form dieses Spannungsgesetzes (vV8),
so erkennt man unschwer, dafi (78) nicht die einzige Ursache
der Oberflichenspannung angibt, sondern daf Spannungs-
gesetze von gleicher Form auch aus den anderen rotorischen
raumlichen Derivationen der dyadischen Gleichungen hervor-
gehen. Insbesondere ergibt sich aus dem zweiten, im folgenden
nicht beriicksichtigten Gliede der rechten Seite von (73) eben--
falls ein Spannungsgesetz von der Form (78), also ein Anteil
der Oberflichenspannung. ’

Um zu beweisen, daB (78) das richtige Gesetz der Ober-
flichenspannung angibt, brauchen wir nur den derivierten
Vektor V.8 der durch (78) bestimmten Spannungsdyade zu
betrachten, denn dieser bestimmt die Kraft pro Volumseinheit.

Nun ist

V. Vx(dVxp)=0 und Vx(@Vxp)=VxbVp;
also ergibt sich aus (78):
Ve L pTa-VxVp+Va-VbxVp. (79)

Diese Kraft hat insbesondere in den diinnen Oberflichen-
schichten, in welchen zwei sich nicht mischende Flussigkeiten,
oder eine Fliissigkeit und ein Gas zusammenstoBen, wo also
das Dichtegefille ¥Vp ungemein hohe Werte annimmt, merk-
liche Wirkung. In diesen diinnen Oberflichenschichten sind
nun aber, auch wenn dieselben gekrimmt sind, die Gefélle
samtlicher Materialkonstanten merklich gleichgerichtet,
jedoch trifft dies nicht mehr fir die Oberflichenschicht in einer

Sitzb. d. mathem.-naturw, KL.; CXX. Bd., Abt. IIa. 28
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Kapillare zu, welche so diinn ist, dafl die Dicke der Oberflachen-
schicht mit dem Kaliber der Kapillare gleiche Groenordnung
hat. Deshalb gilt fiir die Kapillaren einer semipermeablen Mem-
bran ein anderes Gesetz der Oberflichenspannung, als fiir den
normalen Meniskus in einer Kapillarréhre.

Mit dieser Ausnahme ist deshalb

VasVbxVp =(VaxVb)xVp =0

und wir erhalten flir die Oberflichenspannung eines normalen
Meniskus:
Vel = bVa-VxVp. (80)

Es braucht nicht vorausgesetzt zu werden, dafl die Flichen
konstanter Dichte (Niveauflichen der Oberflichenschicht)
irgendeine spezielle Gestalt haben, sondern es mufl nur voraus-
gesetzt werden, dafl diese Niveauflachen gleichzeitig die Niveau-
flichen der Verteilungen der Materialkonstanten @ und & sind.

Bezeichne n eine Verteilung von Einheitsvektoren, welche
iiberall die Richtung dieser Gradienten oder der Normalen der
Niveauflichen haben, so ist |

dp da
Tp i L T ok
P " ds’ @ u ds '’

. d d . .
worin Ti—f'— und _g?s— die skalaren GroBSen der Gradienten Vp,
beziehungsweise Va bezeichnen, also ds ein Lingenelement

einer Orthogonaltrajektorie der Niveauflichen bedeutet. Dann ist

V8 L f(s)u-Vxn, (81)
worin
__ . da dp ‘
SO =b o 55 (82)

eine gegebene, fiir die betreffende Oberflichenschicht charakte-
ristische Funktion ist. A

Nach einem von mir aufgesteliten Integralsatze,! welchen
ich als sehr verwendbar bereits bei anderer Gelegenheit? der
Beachtung empfohlen habe, ist

I Jaumann, Bewegungslehre (1905), p. 254.
2 Ann. d. Phys., Bd. 19 (19086), p. 908.
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_ fdéxll’i‘fdf-le, (83)
& i

worin 1 einc beliebige Vektorverteilung, | eine begrenzte Flidche,
8 deren Umfang ist. Ferner ist

fdﬁxu -2 3, (84)
3

worin 5f, die Anderung des Flichenvektors

fo == [ df
i
ist, welche eintritt, wenn sidmtiiche Punkte der Fliche um n, d. h.
in der Normalrichtung der Fliche um die Lingeneinheit ver-
schoben werden. Nun ist aber bekannt, daB, wenn f, klein ist,

I ] )

LA L

worin r, und r, die Hauptkriimmungsradien der Fliche sind.
Es folgt also: ‘

1 1
for Vxn = di-V¥u$5f0:f0<—~+——>
f r, 7,
und schlie8lich
e xm n(i+—1—-). (86)

r, 7,

~ Hiermit stimmt zusammen, daf der Ausdruck fir das
Krimmungsmaf, welchen Gibbs?! auf ganz anderem Wege
berechnet, sich in der Form darstellen 146t:

1 1

Ve — — + —,
_ r, 7,

welche Gleichung man aus (86} erhilt, wenn man mit u multi-

pliziert.

"1 Gibbs, Vektoranalysis (1902). The Curvature of Surfaces, p. 419,
Gleichung (13). .

28*
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Setzt man (86) in (81) ein, so crgibt sich

1 1
o=+ ). s
V8 =) (- (87)
Integriert man (ber eine die Oberflichenschicht durch-
sctzende Orthogonaltrajektorie s, so ergibt sich fiir den Span-
nungsunterschied auf beiden Seiten I und 2 der Oberflichen-
schicht, also flir die mefibare Oberflichenspannung der Wert

0,—8, = c(—l- + L), (88)

2 7,

C:fsgdsf(s)

eine fiir die Oberflichenschicht charakteristische Konstante die
Kapillarkonstante ist. Die Gleichgewichtsbedingungen sind,
daB fiir die ganze Oberfliache

worin

C(-lw + i-) — constans.
7, Ty
und da8 ferner die im allgemeinen dyadische Kapillarspannung 6
so in der Oberflachensehicht verteilt ist, daB sie durch den iso-
tropen Flissigkeitsdruck im Gleichgewicht gehalten werden
kann, was bei der Integration (88) bereits vorausgesetzt wurde.

Fiir krystallische Medien kann die Rechnung nicht in
der obigen einfachen Weise gefiihrt werden. Vielleicht wiirde
sich, wenn man die Gleichgewichtsbedingung in der Ober-
flaichenschicht eines Krystallischen Mediums, dessen Ober-
flichenspannung nach (77) und (40) wesentlich durch die
Elastizitdtstetrade vy mitbestimmt wird, berechnen kénnte, was
mir bisher nicht gelungen ist, herausstellen, dafl Gleichgewicht
in stark gekriimmten Oberflachen nicht mdglich ist und daB die
ebenen Krystallftichen gewisse Lagen zu den Hauptrlchtungen
der Elastizititstetrade haben miissen.

XV. Theorie der Gravitation.

Ein geschlossenes Gleichungssystem, welches Jdie Gravita-
tionserscheinungen nicht mit umfaBt, wire unnatiirlich, denn
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man kann von diesen Erscheinungen, welche auf keine Weise
bei Experimenten und Beobachtungen ausgeschlossen werden
kénnen, wohl kaum abstrahieren. Die Aufsteliung einer Nahe-
wirkungstheorie der Gravitation wurde bisher nicht ver-
sucht und die Vermutungen bewegten sich immer in der Rich-
tung, daB das Gravitationsfeld mit dem elektrischen Felde ver-
glichen wurde, daf also dem Velktor des Gravitationsfeldes
Realitit zugesprochen wurde. Die Ahnlichkeit dieser zwei
Felder ist jedoch eine ganz duferliche, da sie nur auf der
Divergenzfreiheit beider Vektorverteilungen in grofien Gebielen
des Feldes beruht.

Da jede reale Variable des Feldes Nebenwirkungen
haben mu8 (vgl. p. 387), man aber Nebenwirkungen der Gravi-
tation nicht kennt, so nehme ich an, daB es einen besonderen
realen Gravitationsvektor iiberhaupt nicht gibt. Aber auch das
Gravitationspotential kann aus' demselben Grunde keine selb-
stindige reale Variable sein. Nach dem Prinzip der Materialitat
der Spannungsdyaden (p. 413) muB also das Gravitations-
potential eine Funktion der bekannten realen stofflichen und
chemischen Variablen sein.

Unter diesen Umstinden wire es schwerfich moglich, das
Wesen der Gravitation zu erraten, da man gar keine Anhalts-
punkte hat. Anders aber, wenn man erst ein nahezu geschlos-
senes Gleichungssystem aufgefunden hat. Ein der Natur wirk-
lich angepafites Gleichungssystem wird sich wohl kaum
schlieBen lassen, ohne die Gravitationserscheinungen mit ein-
zuschlieBen. Nun ist die Gravitationsgleichung nur eine skalare
Gleichung. Hat man das Ubrige Gleichungssystem wohl ange-
paBt und nimmt man {iberdies das Energieprinzip hinzu, so
sollte sich die noch fehlende Gleichung des Systems, welche
das Gravitationsgesetz ausspricht, deduzieren lassen.

Es war dies eine der Uberlegungen, welche mich be-
stimmten, nachtridglich die chemische Schluigleichung
dem bereits weit durchgebildeten Gleichungssystem anzu-
schliefen, welche anfanglich eine sehr unbestimmte Form und
schwankende Bedeutung hatte, da nur jene Teile des librigen
Gleichungssystems, deren Ubereinstimmung mit dem Energie-
prinzip mangelhaft oder kiinstlich war, Anhaltspunkte far die
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Zusammenstellung dieser SchluBgleichung gaben. Erst als ich
erkannte, dal diese Schlufigieichung die Fluxion keiner anderen
Variablen als des chemischen Potentiales y bestimmen kann,.
und damit zuriickkehrte zu der Annahme, dafl diese Fiuxion,
d. h. die Transmutation der Elemente eine liberall vorkommende
Erscheinung von wichtiger Wirkung ist, welche nur besonderer
Umstiande wegen schwer direkt beobachtbar ist, ergab sich die
physikalische Bedeutung des realen Gravitationspotentiales
und damit die Nahewirkungstheorie der Gravitation. Die so
gewonnene Gleichung ist wohl die fernliegendste Gleichung
des Systems, hat aber nun einen natiirlichen und selbsténdigen
Sinn. Da sie aber zweifeillos auch manche. Midngel des
Gleichungssystems vereinigt, so dirften diese Iehler des
Gleichungssystems schon sehr klein sein, weil dieselben sonst
den richtigen Inhalt der SchluBigleichung, in welcher sie sich
summieren, ganz verdecken wirden.

Diese Schluigleichung ist nun die Gleichung (VII). Sie
stellt das von mir von Beginn meiner theoretischen Unter-
suchungen (aber bisher vergeblich) gesuchte Gesetz fir die
Fluxion der chemischen Potentiale y, dar. Statt desselben
fand ich zunichst die Gleichungen (IV) und (V) fiir die Fluxion
der stofflichen Variabien § f 7§, welche ich noch in meiner
letzten Mitteilung! in allzu nahe Beziehung zu den chemischen
Potentialen y (dort mit o und t bezeichnet) bringen wollte.
Immerhin hat auch die chemische Schluigleichung (VII) eine
sehr grofie Ahnlichkeit gerade mit den stofflichen Gleichungen
(IV) und (V).

Betrachten wir zundchst nur die drei wichtigsten Glieder
der Gleichung (VII), welche lauten:

Y
R R e (89)
Nach (18) und (22) ist
%%
r_9. - LA
Yot bt g )

Hierin ist W’ die durch (15) bestimmte stoffliche Energie.
Uber die Abhiingigkeit der Materialkonstanten e, €, g, und g von

1 Diese Sitzungsber., Bd. CXVII, p. 380.
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dem chemischen Potentiale 7, wissen wir nichts. Der Unter-
schied zwischen ¢/ und ¢. hat also gar keine aktuelle Be-
deutung. _

Nach (76) und (77) erhalten wir also, wenn wir jetzt blof3
das erste Glied der rechten Seite von (77) betrachten:

dfu - 9 1
,\_(_]_t_. +I\kq)% =T - ”Z*—VXVXAX'Ry (9])
worin -
1 z A
b=y o | 92)

Wir haben hierbei alle Konstanten in (92) nicht als Material-
konstante, sondern als mit hinreichender Anniherung uni-
verselle Konstante betrachtet, was sogleich gerechtfértigt
werden soll; das Produkt y3’ der sehr kleinen Dampfungskon-
stanten y und »' haben wir gegen 2® vernachlissigt. Diese
Dimpfungskonstanten sind ohne Zweifel Materialkonstante.
Den meisten Konstanten der Schlufgleichung universelle Werte
beizulegen, steht uns jedenfalls frei, dieselben wurden nur als
Reduktionsfaktoren, welche die verschiedenen Mafisysteme aus-
gleichen, mitgefiihrt. DaB wir gerade die wichtigsten Konstanten
der SchluBgleichung als universelle Reduktionsfaktoren be-
trachten, hat seinen Grund darin, daf die Variable y dieser
Gleichungen selbst mit sehr hoher Anndherung eine
universelle Konstante ist. Das Potential y; charakterisiert
das chemische Element i. Solange dieses Kkeine stoffliche
Transmutation erfihrt oder wenigstens Spuren einer Verwand-
lung dieses Elementes eintreten, ist y; im ganzen Raume kon-
stant, also universell. Die Dichte, mit welcher dieses Element
an verschiedenen Orten und zu verschiedenen Zeiten vor-
kommt, ist verdnderlich, kann auch in manchen Gebieten des
Raumes nahezu Null sein, aber das chemische Potential y; ist
eine selbstindige Variable und hingt von der Dichte, Tem-
peratur etc. nicht ab. Wiren die wichtigeren Konstanten der
Schluﬁéleichung nicht universelle Konstante, so miiiten sie
Funktionen von ¥; sein, denn y; bestimmt die stoffliche Natur
des Elementes ¢ und damit alle seine Materialkonstanten. Funk-
tionen von y konnen aber die Konstanten der charakteristischen
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Glieder (89) der SchiuBgleichung nicht wohl sein, denn diese
bestimmt eben die Fluxion von y, ihre Glieder enthaiten y ex-
plizit und die Gleichung wiirde also ihren Sinn ganz &ndern,
wenn man annehmen wiirde, daB auch diese Konstanten sehr
merklich von y abhidngen. .
Andrerseits mufl das chemische Potential doch eine reale
Variable des Gleichungssystems sein, sonst wiren die Ele-
mente absolut unverdnderlich und unverwandelbar, was nicht
anzunehmen ist. Es entsteht nun die Frage, woher es kommt,
dafl eine unabhidngige Variable sich nahezu wie eine uni-
verselle Konstante verhilt. Die Antwort hierauf gibt Glei-
chung (91). Nehmen wir den Skalar derselben, so ergibt sich, da

(VxVxy)s = div V(y—xsI):
el "“ + Kkpe = div V Apes, (93)

worin unter Vernachldssigung der geringen Anisotropie von ¥
gesetzt wurde:

Vel —ysD) = —2V ¥s. (94)

Die Gleichung (93) hat den Typus der Fourier'schen
Wirmeleitungsgleichung. Das chemische Potential ¢ eines
Elementes hat deshalb im ganzen Raume nahezu konstanten
Wert, weil eine Ungleichférmigkeit der Verteilung von y nach
(93) eine Fluxion von y bewirkt, welche diese ungleichformige
Verteilung desto rascher ausgleicht, je kleiner die Konstante &
ist, welche also dieselbe Rolle spielt wie die reziproke Tem-
peraturleitfahigkeit in der Fourier'schen Gleichung.

Dies ist ein Grund, warum sich die Elemente nicht ver-
wandeln lassen. Wire diese Verwandlung in einem Raumteil
eingetreten, so wiirde sie sich sogleich in den dufleren Raum
ausbreiten und damit ausgleichen. Man kann ein Element mit
merklich verdndertem chemischen Potential ebensowenig sta-
tisch erhalten, als eine Temperaturerhdhung in einem be-
schriankten Raumgebiete, wenn der ganze Raum eine universelle
groBle Wiirmeleitungsfihigkeit hétte,

Dennoch findet dieser Ausgleich wegen des zwexten Ghedes
der linken Seite von (93) nicht vollkommen statt, er fiihrt nicht
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zu vollkommen gleichférmiger Verteilung des Potentials y, son-
dern im statischen Falle ist nach (93):

Kkp, = div V Ays. (95)

Dies ist die Gravitationsgleichung fiir den Stoff =«
Summieren wir tber alle in der Mischung vorhandenen Stoffe,
so ergibt sich

' Kkp = div VX (96)

Hierin ist p die gesamte Dichte, ferner ist nach (32}

X =4 % (97)

das Gravitationspotential, da VX nach der Bewegungs-
gleichung (I) die negative Gravitationsbeschleunigung
ist. Die positive universelle Konstante A% ist die Gravita-
tionskonstante.

Die Konstante K ist, wie wir weiter unten sehen werden, ein
Faktor der Konstanten des Dimerisationsgleichgewichtes.
Dies ist nach meinem Gleichungssystem ein wesentlicher Zu-
sammenhang, denn das Glied K¢,-¢. der Schluigleichung (V1I),
aus welchem die linke Seite der Gravitationsgleichung (96)
hervorgeht, ist komplementir zu dem gleichen entgegen-
gesetzten Gliede der Dimerisationsgleichung (Vixa). Obgleich
diese Beziehung an der Grenze des Gesichtskreises meiner
Theorie liegt, glaube ich doch, dafl dieselbe bei weiterer Aus-
bildung des Gleichungssystems nicht fortfallen, sondern noch
deutlicher hervortreten wird, d. h. daB es sich hier um einen
aligemeinen kausalen Zusammenhang zwischen Gravitation
und Kondensation handeln diirfte.

So exakt das Gesetz der passiven Gravitation (Wigbar-
keit), daf die Schwerkraft der Masse der Korper proportional
ist, nach der Bewegungsgleichung (I) gilt, nach welcher die
Gravitationskraft —p¥ X der Dichte p exakt proportional ist, so
wenig exakt gilt nach meiner Theorie das Gesetz (96) des
Gravitationsfeldes, weil wir dieses nur unter Vernachldssigung
vieler Glieder der chemischen Schlufigleichung (V1l) gewonnen
haben. Es sind also zahlreiche Abweichungen von der
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idealen Gravitationsgleichung (66) zu vermuten, insbesondere
im rasch verdnderlichen Felde, im elektromagnetischen Felde,
fir rasch bewegte und sehr inhomogene Medien. Jedoch kdnnen
diese Abweichungen nicht leicht experimentell oder durch
astronomische Beobachtung konstatiert werden, denn sie be-
wirken nur, dafl Ausnahmsstellen des Feldes eine abnormale
Gravitationsanziehung duflern, d. h. daB in diesen Ausnahms-
gebieten des Feldes eine abnormale Divergenz des Gra-
dienten VX vorhanden ist. So sollte z. B. auf der rechten Seite
der Gravitationsgleichung (95) aufier der Divergenz der Gravita-
tionsbeschleunigung auch noch die Divergenz des Dichten-
gefalles stehen, welche nach (77) von der raumlichen Deriva-
tion von ¢ herstammt, welche die Oberflichenspannung
bestimmt. Man kann hiernach die Kapiilarkriifte ais Stérungen
der normalen Gravitationswirkungen auffassen, aber durch
dieses vernachlidssigte Glied kénnen keine merklichen Stérungen
des normalen Gravitationsfeldes bewirkt werden. Die abnor-
male Gravitationsanziehung, welche durch die Divergenz des
Dichtengefilles bewirkt wird, beschrinkt sich auf die ungemein
diinnen Oberflichenschichten der Kirper und ist so beschaffen,
als wire eine Doppelschicht positiver und negativer, nach
dem normalen Gravitationsgesetz fernwirkender Massen in der
Oberflichenschicht vorhanden. Diese Abweichung von dem
Gravitationsgesetz (93) ist also auBerhalb der Oberflichen-
schicht ganz unmerklich.

Wenn auch die Divergenz des Gradienten ¥V X (die Diver-
genz der Gravitationsbeschleunigung), welche nach (96) der
Dichte p der Kérper proportional ist, nur sehr gering ist, so ist
doch diese Wirkung ungemein viel leichter zu beobachten, als
alle anderen Einfliisse auf die Verteilung des Gravitations-
potentials, weil diese Wirkung auch im statischen Falle und
stets in der ganzen Masse des anziehenden Korpers zur

Geltung kommt und weil sie durch universeile Konstante
bestimmt wird.
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Vierter Teil.

XVI1. Einflul der stofflichen Anderungen auf elektromagne-
tische Vorginge.

Die elektromagnetischen Gleichungen (Ila) und (I[5) meiner
Theorie sind charakterisiert durch das Fehlen von Gliedern,
welche explizit von der Geschwindigkeit des Mediums oder von
deren Derivationen abhingen, obgleich sie flir rasch bewegte
und rasch deformierte Medien gelten, und ferner durch ihre
Koppelung mit den stofflichen Gleichungen (IV) und V),
welcher Zusammenhang den Ausgangspunkt und den wich-
tigsten Teil meiner Theorie bildet.

" In dieser Mitteilung sollen die hierauf zuriickzufiihrenden
Strahlungserscheinungen nicht behandelt werden. Wir
beschrianken uns hier auf die Berechnung des Einflusses,
welchen die Verdanderungen der stofflichen Variablen g, i1, ¥ und £
auf langsame Verdnderungen des elektromagnetischen Feldes
haben, verweisen diesbeziiglich auf Kapitel XI und gehen von
der dort mitgeteilten Tabelle (63) aus, welche die Werte der
stofflichen Variablen in langsam veridnderlichen Feldern angibt.

XVIIL. Doppelbrechung deformierter Medien.

Der Koeffizient des Fluxionsgliedes der elektrischen Glei-
chung (l1a)

(6] & 5 (e

ist der symmetrische Teil des dielektrischen Koeffizienten,
welcher linear von einer Materialkonstanten s, der diclek-
trischen Konstante, und von einer stofflichen Variablen g, Jer
dielekirischen Variablen, abhiingt, und zwar ist nach (9)

worin x
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Falls nun ¢, oder & dyadische Werte annehmen, findet
Doppelbrechung statt, sowie auch die natirliche Doppel-
brechung der Krystalle sich durch die natiirliche Anisotropie
der Materialkonstanten g, derselben erklart.

Nun héngt die dielektrische und die ganz dhnlich w1rker'de
diamagnetische Variable nach der ersten Zeile der Tabelle (63)
von der Deformationsgeschwindigkeit V,» des Mediums
ab, und zwar ist

_ . s —(¢'m _ s+ ¢gm'
g Wv, b, = — _—SQTEFT— V,U. (98)

Hierdurch ist die von Maxwell, Mach und Kundt ent-
deckte Doppelbrechung rasch deformierter Fliissig-
keiten erklirt. Bezliglich der damit zusammenhingenden Ex-
scheinungen der Reibungselektrisierung und der Zihigkeit der
Fliissigkeiten vgl. Kapitel XXII und XII

Im Ruhezustand und im homogenen Medium sind die
Variablen & und f nahezu gleich Null. Obgleich die quadra-
tischen elektromagnetischen Verwandlungsglieder der meta-
elektrischen Gleichungen (V) die gesamten ponderomotorischen
Wirkungen (vergl. Kapitel XIl), sowie die betrichtliche meta-
elektrische Energie des elektromagnetischen Feldes bedingen,
bestimmen sie doch der Kleinheit ihrer Ko&ffizienten v wegen
(vergl. p. 427) keine merkliche elektrische Doppelbrechung,
sondern diese Strahlungserscheinung erklirt sich auf ganz
andere Weise (siehe diese Sitzungsber., Bd. CXVIIL, p.477). Im
statischen Falle und homogenen Medium ist also

EQxe

Die Materialkonstante g ist nun aus dem in Kapitel [{ an-
gegebenen Grunde nach Gleichung (10) der Varlablen Y" pro-
portional, deren Skalar die Dichte  ist.

€os =L £, W, (99)

worin k eine wenig oder gar nicht von ¥ abhingende Konstante
ist. Nun haben wir in Kapitel {X gezeigt, daB der dyadische
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Wert der Variablen ¥ in einem deformierten elastischen Medium
nach (55) der Deformation {®] angenéhert proportional ist

‘F;i T;:[(I)]f.

Hieraus folgt, da§ die Dielektrizitidtskonstante ¢ in statisch
deformierten, elastischen Medien linear von der Deformation
abhingt, worauf die Doppelbrechung deformierter elasti-
scher Medien (Brewster) und Gallerten (Seebeck) zuriick-
zufiihren ist.

In Gasen ist nach Kapitel X ¢ isotrop und da nach (40)
der Skalar von ¢ gleich der Dichte p ist, so ist in Gasen

b=p
Hiedurch nimmt (10) die Form an:
o = K, (100)

d. h. die dielektrische Materialkonstante ¢, der Gase, welche
gleich ist dem dielektrischen Koeffizienten derselben im nor-
malen Zustande vermindert um den dielektrischen Koeffizienten

o r des Vakuums, ist der Gasdichte proportional, was dem

Boltzmann'schen Gesetz entspricht.

XVIII. Die Deformationsstréme.

Auch die elektrische Leitfdhigkeit ¢ setzt sich nach (33)
zusammen aus einer Materialkonstanten 7,, der natiirlichen
Leitfahigkeit und aus einer linearen Funktion der stofflichen
Variablen. Es ist nach (34):

I =2 To— Z (puga'"q:.ljm"'vx?u""’vugx)'e. (101)

Eine natiirliche magnetische Leitfihigkeit wurde bisher
noch fiir keinen Stoff konstatiert. Jedoch verursachen die stofi-
lichen Variablen eine akzidentelle magnetische Leitfihig-
keit, welche nach (34) den Wert hat:

§2 — D (Plat Gt VT B e (102)
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Die Deformationsgeschwindigkeit V,p des Mediums
hat also auch auf die Leitfahigkeit des Mediums Einflus.
Auch in statisch deformierten Medien mufl eine akzidentelle
Anderung der Leitfdhigkeit zu beobachten sein, was in der-
seiben Weise wie die analoge Wirkung auf den dielektrischen
Koeffizienten (siehe das vorhergehende Kapitel) zu deduzieren
ist und ebenso mufi die Leitfdhigkeit mit der Dichte (Kon-
zentration) des leitenden Bestandteiles einer Mischung steigen
(siche weiter unten Kapitel XXXV).

Fir rasch deformierte Medien gibt die Tabelle (63) (erste
Zeile, dritte und vierte Spalte) die Abhingigkeit der metaelek-
trischen Variablen 7 und € von der Deform ationsgeschwin-
digkeit (35) an. Hiernach ist:

o1 h
~- U — 6=:~—K0(V W49 V)+ K dwn (103)

-

worin nach p. 406
© .,
?(z- +y) Ky = vy (1, Y —nz) + wy(n, y+n,2),

— V)K= (V,+3v,) (nyy - ny2) 4 (wy+33,) (nly +-ny2) +
+vg(n, Y —nl2)+wy (nly+n,z). | - (109)

Die hierin vorkommenden Materialkonstanten #u#' sind
nach p. 428 sehr groB, die Materialkonstanten v und die
Dampfungskonstanten 33’ sind aber ungemein klein, Uiberdies
heben sich die mit ¥ — 3 behafteten Glieder hier prazise weg
und es ist so wie auf p. 429 nach Gleichung (71) und (73):

Ky= -2 K, =1 (105)

und daher ' '
=, (V-D+va) ce == 7, — [V, v].5, (106)

E= —(V; 0+ Vx0) e p = — [V, 0] . (107)

Diese akzidentellen Leitfdhigkeiten, welche der Deforma-
tionsgeschwindigkeit proportional sind, bewirken, daf3 in Medien,
welche im elekirischen oder magnetischen Felde rasch defor-
miert werden, die elektrischen, beziehungswerse magnetischen
Deformationsstréome

—[V,v]-eve, ‘bezieﬁungsweise — [V, bj-p.-m
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auftreten. Diese Deformationsstrome bewirken nach Gleichung
(IlI) direkt eine umkehrbare Warmeproduktionim Betrage:

w—2

—8”:V;n =

[Vob]:(ese;e4nem;m).

Diese Deformationsstréme haben im allgemeinen nicht die
Richtung der elektrischen, beziehungsweise magnetischen Feld-
stirke ¢, beziehungsweise m, nur wenn sie zu derselben
senkrecht verlaufen, was in wichtigen Fillen vorkommt, so
bewirken sie keinerlei direkte Energieverwandlung.

Diese Deformationsstrome sind elektrische, beziehungs-
weise magnetische Wirbel, welche direkt nachgewiesen werden
konnen (Versuche von Rowland, Rdntgen, Wilson) oder
durch Induktion von Stromen (Faraday'sche und Unipolar-
induktion) oder durch ihre ladende Wirkung (Reibungselektri-
sierung und Piezoelektrisierung) merklich werden.

Die elektrischen Grundgleichungen (11a) und (I11#) nehmen
fiir im normalen Zustande befindliche Medien nach (26) und (27)
die Form an:

3 ‘ ‘
a—t(s-e)+ ——lé—(u-Vs)cw[v,n]-a-e——eo\—/-uap-i-

HY, e+ m = ¢, rotm, (108)

d
W (I m)-i-—(n-V;L)m—[V,n]-u o, VoG —

—qfe4qm = —c,rote.  (109)

Wir haben hier die Glieder mit den sehr kleinen Koeffi-
zienten a, b, k und ! weggelassen, welche Ubrigens durch die
beibehaltenen analogen Glieder des elektrochemischen, be-
ziehungsweise magnetochemischen Stromes mit den viel
groBeren Koeffizienten # und #’ hinreichend repréasentiert werden.
Ferner haben wir angenommen, dafl das Medium gleichmafig
temperiert ist, und endlich haben wir sowie stets in diesem und
dem vorhergehenden Teile dieser Abhandiung von der geringen
materiellen Fluxion von g und f abgesehen, also gesetzt:

dg dp
=% =0
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woraus fiir nicht krystallische Medien folgt:

ds

Tt' ¢ == —(U‘VE)‘C,
o m=—m-Vp)-m
o T i

Fur im normalen Zustande nichtleitende Medien sind die
samtlichen Konstanten ¢, (Ddmpfungs- und Schwingungskon-
stanten der elektromagnetischen Gleichungen) verschwindend
klein. Die Annahme einer merklichen magnetischen Leitfahig-
keit 7/ ist Uberhaupt unzulidssig. Hingegen kénnten die Schwin-
gungskonstanten 1Y wenn auch nur #uBerst kleine, so doch
merkliche Werte haben. Man miifite, um ihr eventuelles Vor-
handensein zu konstatieren, die Abhidngigkeit der natiirlichen
Drehung der Polarisationsebene von der Wellenlinge des
Lichtes sehr genau untersuchen, denn das Vorhandensein merk-
licher Werte dieser Schwingungskonstanten wiirde die optische
Aktivitit des Mediums beeinflussen (vgl. iiber die Theorie der
natiirlichen Drehung der Polarisationsebene die friihere Mit-
teilung in diesen Sitzungsber., Bd. CXVII, p. 454 ff.).

Es folgt fir den Ruhefall aus Gleichung (109)

Tore = 1,V tt/p, (110)

da ¢ mit Anndherung der Dichte p gleich ist. Es spricht diese
Gleichung die elektromotorische Wirkung des Dichtengefilles
eines Stoffes aus, erklart sonach die kontaktelektromotori-
schen Wirkungen in Isolatoren, welche beobachtungs-
gemif vorhanden und oft sehr betrichtlich sind. Uber die damit
verwandten elektromotorischen Wirkungen der Konzentrations-
gefdlle in Elektrolyten vgl. Kapitel XXXVIIL

XIX. Ausgleich der freien magnetischen Ladungen.

Nach meiner Theorie ist die kérperliche Fluxion der elek-
trischen und magnetischen Ladungen keineswegs wie bei der
Maxwell’schen Theorie gleich Null. Ersteres ist ein groBer Vor-
zug, denn nur dadurch wurde es mir moglich, eine treffende
Erklarung der Reibungselektrisierung und Piezoelektrisierung
(siehe Kapitel XXII) zu geben, Der Dualitit der elektrischen und
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magnetischen Gleichungen wegen ist es hingegen gewif}, daf]
auch das Auftreten freier magnetischer Ladungen nicht
prinzipiell ausgeschlossen ist und es muf} erst der Grund auf-
gewiesen werden, warum  dieselben niemals betrichtliche
GroBe erreichen kénnen. Das Auftreten auch nur sehr kleiner
magnetischer Ladungen diirfte ungemein starke Veridnderungen
des Mediums bewirken, durch deren Rickwirkung die magne-
tischen Ladungen sogleich ausgeglichen werden, so dafi sie
nicht zur Beobachtung gelangen kodnnen.

Tatsidchlich enthalten alle stofflichen und chemischen
Gleichungen ein Glied, welches der freien magnetischen Ladung
V.sm proportional ist. Wenn eines dieser Glieder mit einer
grofen Materialkonstanten behaftet ist, so folgt, dafl das
Auftreten magnetischer Ladung an einer Stelle des Feldes
dort grofe akzidentelle Anderungen einer stofflichen oder
chemischen Variablen bewirkt. Die stofflichen Variablen sind
nach der fiinften Zeile der Tabelle (63) ceteris paribus der
magnetischen Ladung proportional. Das gleiche gilt aber auch
nach den Gleichungen (VI) fiir die chemischen Variablen ¢.

Nun ist nach (27)

U (s VR g1 ).

Da die sdmtlichen Glieder der rechten Seite dieser Glei-
chung ceteris paribus der magnetischen Ladung proportional
sind, so folgt, daB {’ selbst sehr betriachtlich durch das Auftreten
einer solchen Ladung gedndert werden kann. Alle anderen Ein-
flisse auf den Wert von ¢’ verschwinden dagegen, so dafl wir
setzen kdnnen:

E = Kdivpm, (110)

worin K eine sehr gro8e positive Konstante sein moge.
Wir brauchten uns hierbei gar nicht zu entscheiden, welche der
stofflichen oder chemischen Variablen in so betrdchtlichem
MaBle durch das Auftreten magnetischer Ladungen verandert
wird. Da jedoch ein so starker Einfluf auf die stofflichen
Variablen & L § & nicht wohl anzunehmen ist, da diese der Grofie
der stofflichen Eigenschwingungszahlen wegen die Strahiungs-
efscheinungen wesentlich bestimmen und ein solcher Einfluf

Sitzb. d. mathem.-naturw, K1.; CXX. Bd., Abt.Ila. 29
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an eigenartigen Strahlungserscheinungen sich merkbar machen
muLte, wie solche noch nicht beobachtet wurden, nehme ich
an, daf§ das Auftreten magnetischer Ladungen nicht stoffliche,
sondern echte chemische Wirkungen hat (vgl. Kapitel XXXVIII,
p. 484). Deshalb wurde auch nur die chemische Variable 4,
nicht aber die stofflichen Variablen in den GIelchungen (108)
und (109) beriicksichtigt, indem gesetzt wurde:

V=u'Y @11

Die magnetische Gleichung (109) nimmt, wenn wir die mit
den verschwindend kleinen Konstanten 7/v” behafteten Glieder
vernachlissigen, nach (110) und (111) die Form an:

-

1
T 5 (W V)m—[V,p]-unr4
+uV (A divpm) = —¢ rote. (112)

Von dieser Gleichung wollen wir bei den folgenden De-
duktionen ausgehen. Der Ausdruck fir den magnetischen
Deformationsstrom 140t sich in folgender Weise entwickeln:

[Veb]opm = (Vip+Vxp)epm =
= —vdivpm—pxrot pm-+rot (vx pm)+grad puten. (113)

Ferner ist es jedenfalls gestattet, zu setzen:
\ o
tgrad p+c,rote’ = &5 (0eVu)m+vxrot pm—grad pmen, (114)

worin p und ¢ zwei eben durch diese Definition bestimmte
(skalare,beziehungsweise vektorische) Verteilungen sind, welche
sonach berechenbar sind, falls der Wert der rechten Seite von
(114) fir jeden Punkt des Feldes bekannt ist. Setzen wir dies
in (112) ein, so ergibt sich:

B
(un + b div pmt—+rot (uu x v)+- _
+pgrad p—p grad K div en = ~£‘0 rot (e+e). (115)

Bilden wir hiervon die Divergenz und berlicksichtigen, da3

m div pm -+ div (v div pm) = —g— div pm,
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so ergibt sich schlieflich -

b

5 ‘
57 div put = div p grad (K div pmt—p). (116)

Es ist dies eine Gleict;ung vom Typus der Fourier'schen
Wiirmeleitungsgleichung oder vom Typus der Diffusions-
gleichung. Es werden sich also etwa vorhandene oder durch
Deformation des Mediums im magnetischen Feld entstehende
(durch Piezomagnetisierung oder Relbungsmagnetlslerung ent-
stehende) freie magnetische Ladungen div pmt mitumso groBerer
Ge‘;chwmdigkelt ausgleichen, je grofer die Konstante X ist.
Dieser Ausgleich fiihrt aber nicht zur vollstindigen Vernichtung
der magnetischen Ladungen sondern zu dem Glelchgewwhte

I

Kle pm =p _ (117)

welche Beziehung auch bei alien nicht allzu rasch verlaufenden
Vorgingen im magnetischen Felde mit desto groBerer Genauig-
keit gilt, je groBer die Konstante X ist. Nach (117) treten ceteris
paribus desto geringere magnetische Ladungen auf, je groBer
die Konstante K ist. Da nach (114) p gleichzeitig mit v ver-
schwindet, so konnen in ruhenden Medien iiberhaupt keine
freien magnetischen Ladungen bestehen.

XX. Die Faraday’sche Induktion in bewegten Medien.

Unter Beriicksichtigung der bei den stets verhiltnismiSig
langsam verlaufenden Induktionsexperimenten in bewegten
Medien stets mit hinreichender Genauigkeit erfullten Gleichung
(117) nimmt die magnetische Gleichung (115) die Form an:

| %37 {nat)+v div pm--rot (pimxy) = -—c, rot (e+¢).  (118)

Diese unterscheidet sich von der speziell diesen Induktions-
erscheinungen angepaﬁten Maxwell- Hertz schen Gleichung nur
durch den Wert —¢, rot¢’. : '

Damit aus .meiner Theorie prazise dleselben Induktlons-
erscheinungen folgen: wie aus der direkt auf das Faraday’sche
Induktionsgesetz gegriindeten Maxwell’schen Theorie, muf die

29*
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Verteilung der Feldvariablen », m und p die Bedingung er-

fullen:
rote’ = O. . _ (119)

Es mufl also nach (114) p die Gleichung erfiillen:

';J.gradp_‘“—.' —;—(B-Vp)fmﬂfun x rot mt—+v x (VL xv)—
—w grad ntep— (m-9) Vp,

was nach einer einfachen Umformung die Bedingung ergibt:
grad (p+m-p) %= pxrot m— —2-];- (n-._Vp.)m,
welche durch p nur efﬁillt werden kann, wenh
rot(vxrotm——g;(h-Vp.)m) =2 Q. - (129)

Ist diese Bedingung durch das vorhandene magnetische
Feld oder durch die Inhomogenitit der Verteilung des dia-
magnetischen Koeffizienten p nicht erfiillt, so werden nach
meiner Theorie zwar genau die durch das Faraday’sche Induk-
tionsgesetz bestimmten elektrischen Kriifte e induziert, tiberdies
aber noch die elektrischen Krifte ¢/. Letztere haben den Wert

¢ = v x rot m.——él;(n-Vp)m (121)

und bewirken nur dann Induktionsstréme, d. h. sie sind nur
dann durch das Galvanometer nachweisbar, wenn sie (mm-
destens teilweise) solenoidal verteiit sind.

Die experimentelle Bestitigung oder Widerlegung der An-
nahme dieser neuien Induktionswirkungen wire von grofiem -
Interesse, aber es gelang mir nicht, ein ausfiithrbares Experi-
ment 'Zu "ersinnen, bei welchem der Vektor ¢ teilweise
solenoidal verteilt ist. Das erste Glied der rechten Seite
von (121) hat nur im Innern von bewegten Stdarkstrémen
hinreichend groBe Werte. Da aber hierbei die normale Faraday-
sche' Induktion ausgeschlossen werden. mufl, damit sie die
neuen Induktionserscheinungen nicht verdeckt, .so wiaré nur



Geschlossenes Gleichungssystem. 451

eine' Rotationsbewegung eines zylindrischen Starkstrom-
leiters um seine Achse zuldssig und bei dieser ist der Vektor
pxrotm nichtsolenoidal verteilt.

Der zweite Teil der rechten Selte von (121) ist nur inner-
halb der unendlich diinnen Oberflichenschicht von Eisen-
kdrpern, welche sich im magnetischen Felde bewegen, weil
nur in diesen Oberflichenschichten (v-V/p) grofie Werte hat.
Um  diese .neue Induktionswirkung von der Faraday’schen
Induktion unterscheiden zu kénnen, diirfte man aber nur mit
Eisenkorpern von Rotationsform, welche um ihre Achse
rotieren, experimentieren, und hierbei ist (v+V/p} in der ganzen
Oberflachenschicht gleich Null, ‘weil 'y in den Orthogonal-
ebenen der Geschwindigkeitsverteilung liegt. Insbesondere ist
nicht zu erwarten, dal der rotierende Eisenanker einer Dynamo-
maschine merklich andere als die aus dem Faraday’schen
Gesetze folgenden Induktionswirkungen hat. '

Da man sonach die neuen Induktionswirkungen nicht leicht
nachweisen kann, dieselben jedenfalls bei den bekannten In-
duktionsexperimenten keine Rolle spielen, so ist der Satz be-
wiesen: : o
Ist dle Verteﬂung von g und m, also das magnensche Feld,
und ferner die Geschwindigkeitsverteilung v gegeben, so .be-
rechnen sich hieraus die auftretenden elektrbmotorischen Krifte
(elektrischen Wirbel) nach meiner Theorie genau in derselben
Waeise wie nach der Maxwell'schen Theorie. - '

'Damit wire allerdings noch nicht bewiesen, daB ein In—
duktionsexperiment von lingerer Dauer nach meiner Theorie
ebenso verlaufen muB wie nach der Maxwell’schen Theorie, da
das magnetische Feld m nur anfinglich, nicht jederzeit will-
kiirlich gegeben werden kann. Es mufl also noch gezeigt
werden, daB sich das magnetische Feld nach meiner Theorie
bei gegebenen Anfangsbedingungen in derselben Weise dndert
als nach der Maxwell'schen Theorie, d. h. es mufl gezeigt
werden, da nach meiner Theorie dieselben Starkstréme rotm
und dieselben magnetischen Ladungen div pm 'mftreten, wie
dies den Beobachtungen entspricht. S

Nun treten nach meiner Theorie selbstverstindlich die-
selben elektrischen Strome rot m auf als nach der Maxwell’schen
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Theorie, da diese ja stets sehr leicht nachweisbar sind und das
Gleichungssystem deshalb nach dieser Richtung sehr genau
angepafit werden mufte. In dieser Beziehung ist meine Theorie
der Maxwell'schen sogar iiberlegen, da sie die reibungselek-
trischen Strome, den Hall’schen Strom etc. ergibt. . ‘

Endlich treten auch nach meiner Theorie nach Kapitel XIX
niemals merkliche freie magnetische Ladungen div pmt auf. .

Es mufl also das magnetische Feld jederzeit wihrend
eines Induktionsexperimentes die auch nach der Maxwell'schen
Theorie zu erwartende Verteilung haben und damit ist der
Beweis, dafl aus meiner Theorie nahezu priazise dieselben In-
duktionserscheinungen .folgen, als nach der Maxwell'schen
Theorie abgeschlossen.

XXI. Unipolarinduktion und Rowland’scher Versuch.

Der Rowland'sche Effekt hat nach meiner Theorie sein
genaues Analogon in der Unipolarinduktion. Beide Ver-
suche sowie die dhnlichen von Réntgen und Wilson stellen
direkte experimentelle Beweise fiir das wirkliche Vorhandensein
des elektrischen, beziehungsweise magnetischen Deforma-
tionsstromes

—[V, v]-ce, beziehungsweise —[V, n]-mn .

dar. Diese Deformationsstrome entstehen zufolge der raschen
Torsion, welche das Medium erfihrt, das die bei diesen Ver-
suchen rotierenden festen Kérper umgibt, weil dessen Torsion
im starken elektrischen, beziehungsweise magnetischen Felde
stattfindet. Auch die, quantitative Ubereinstimmung der Werte
dieser Deformationsstréme mit diesen Beobachtungen ist eine
exakte. (vgl. diese Sitzungsber., Bd. CXVI], p. 404). - -

PR

XXII. Reibungsele’ktrisierurig und Piezoelektrisierhrig.

- Der Rowland’sche Strom ist ringférmig in dem tordierten
Dielektrikum geschlossen, falls die rasche  Torsion desselben

keine merkliche Anderung seines dielektrischen Koeffizienten
herbeifilihrt, : - - o . .
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Tatsiichlich wird aber bei den ungemein raschen Schie-
bungen, weiche das Medium zwischen den bei reibungselek-
trischen Versuchen sich reibenden Korpern erfahrt, nach der
ersten Zeile der Tabelle (63) der dielektrische Koeftizient ¢ eine
akzidentelle Anderung erfahren und den Wert annehmen:

E —¢g,+& = so+a[v,h],

worin
g —il's
—  si4gd
Der Deformationsstrom hat also den Wert
—[V,y0]ezee = —[V,y0]eg,re—a[V, 0] ¢ (122)

_ Die erste Komponente desselben ist der Rowtand’sche
Strom, welcher hiernach parallel zu den sich reibenden Platten
verliuft, die zweite Komponente, welche dem Quadrate der
Deformationsgeschwindigkeit proportional ist, ist derre ibungs-
elektrische Strom. Derselbe verlduft nach (122) senkrecht
von einer Platte zu der anderen und bewirkt deshalb fort-
wihrend ansteigende Ladungen derselben, durch welche das
anfinglich zwischen denselben gegebene schwache kontakt-
elektrische Feld [siehe Gleichung (110)] rasch ansteigt, falls a
positiv ist. Genaueres hieriiber siehe L. ¢, p. 405 ff.

_ {Iber das hiermit zusammenhingende Kundt'sche Phi-
nomen sowie die auf gleiche Ursache zurlick zufiihrende
Zahigkeit (innere Reibung) siehe Kapitel XII und XVIL

~ Auch der piezoelektrische Strom ist ein Beweis des
wirklichen Vorhandenseins der Deformationsstrome und erkldrt
sich unmittelbar und exakt durch meine Theorie, falls man das
ziemlich allgemein anerkannte Vorhandensein eines rema-
nenten elektrischen Feldes in den piezoelektrischen Kry-
stallen berlicksichtigt.

XXIII. Haften der elektrischen Ladungen an der Materie.

Die Maxwell’sche Theorie schlieft jede korperliche Fluxion
der elektrischen und magnetischen Ladungen in Isolatoren
prinzipiell aus. Dies geht zwar viel zu weit, da es ja leicht ist,
durch reibungselektrische Wirkungen Ladungen in Isolatoren
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zu erzeugen und da auch spontane Entladungen eintreten.
Jedoch ist nicht zu verkennen, da8 elektrische Ladungen sehr
fest an starren Isolatoren haften kénnen und lange bestehen,
ohne sich auszugleichen. : :

Die elektrischen Ladungen verhalten sich in letzterer Be-
ziehung gerade umgekehrt wie die magnetischen Ladungen,
welche nach Kapitel XIX deshalb niemals zur Beobachtung
gelangen, weil sie sich sogleich nach ihrer Entstehung mit sehr
grofer Geschwindigkeit ausgleichen. Es soll gezeigt werden,
daB dieser Unterschied zuriickgefithrt werden kann auf die
Kleinheit der elektrolytischen Wirkungen in Isolatoren und auf
die Kleinheit der Ddmpfungskonstanten y und y/.

Bezliglich des Haftens an der bewegten Materie wiirden
sich aber elektrische und magnetische Ladungen gleich ver-
halten, woraus zu schlieBen ist, daf auch die elektrischen
Ladungen sehr starke stoffliche Anderungen der geladenen
Materie bewirken. Wir kénnen jedoch nicht annehmen, daB die
elektrischen Ladungen in Isolatoren starke chemische (elektro-
lytische) Wirkungen haben, denn da solche Ladungen herstell-
bar und chemische Wirkungen direkt beobachtbar sind, so ist
man Uber diesen Punkt unterrichtet. Hingegen diirfen wir an-
nehmen, daf8 die magnetischen Ladungen, wenn sie herstellbar
wiren, was nach Kapitel XIX nicht det Fall ist, starke chemi-
sche Wirkungen hitten und haben dafir umgekehrt auf die
Annahme starker Anderungen der stofflichen Variablen
zufolge der magnetischen Ladung verzichtet.

Wir miissen starke stoffliche Anderungen als Folge der
elektrischen Ladungen annehmen, damit dieselben an .der
Materie haften. Rein elektromagnetische Vorginge, soweit es
solche gibt, wiiren nach meiner Theorie von der Bewegung der
Materie vollkommen unabhingig, weil die Grundgleichungen
(IIa) und (115) nicht die materiellen, sondern die lokalen
Fluxionen der elektromagnetischen Vektoren bestimmen,

Die vierte Zeile der Tabelle (63) bestimmt die Abhingig-
keit der stofflichen Variablen T und £ -von der elektrischen
Ladung diveje. Wir nehmen an, dafB die Konstanten %, und /s
ungemein grof, hingegen die Dimpfungskonstanten vy sehr
klein sind. Hieraus folgt, dal diese starken stofflichen
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Wirkungen Kkeine merkliche Riickwirkung auf das (langsam

verinderliche) elektrische Feld haben, denn sie bestimmen

keinen merklichen elektrochemischen Strom s,V -, weil sie dic

Variable -

= BYHEY e
224 vy

e

L =k7+! .

nahezu ungedndert lassen. Diese Riickwirkung des inhomo-
genen stofflihen Feldes auf das statische elektrische Feld ist
den. verschwindend kleinen Dimpfungskonstanten yy pro-
portional und deshalb findet auch der Ausgleich elek-
trischer Ladungen in Isolatoren nur mit verschwin-
dend kleiner Geschwindigkeit statt.

Dennoch sind die stofflichen Wirkungen der elektrischen
Ladungen, besonders der unendlich starken rdumlichen La-
dungen in geladenen Konduktoroberflichen ihrer Grofle wegen
von wichtiger Wirkung auf das elektrische Feld, denn diese
abnormalen Werte der stofflichen Variablen werden von der
bewegten Materie mitgefithrt und deshalb werden auch die
gesetzmiBig mit diesen stofflichen Verdnderungen verbundenen
elektrischen Ladungen von der bewegten Materie, insbesondere
von festen Medien (vgl. Kapitel XXXIII) vollstindig mit-
gefiihrt. . -

DaB die elektromagnetischen Vorginge nicht an sich an
der Materie haften, sondern im Raume vor sich gehen, erkennt
man an der Aberration des Lichtes, ferner wird das Licht auch
in bewegten dichten Medien nur unvollstindig von der
Materie mitgefithrt. Der Fizeau'sche Mitfithrungskoeffizient
berechnet sich nach meiner Theorie zu 0-49 flir Wasser bis
0-000005 fiir Luft (siehe diese Sitzungsber.,, Bd. CXVII, p. 459 ff.).

Weit starker als das transversale Licht werden die longi-
tudinalen elektrischen Strahlen meiner Theorie von der
bewegten Materie mitgefiihrt, weil eben letztere Strahlen aus
einer periodischen Verteilung positiver und negativer elek-
trischer Divergenzen bestehen, diese starke stoffliche Ande-
rungen bedingen und deshalb von der bewegten Materie stark
mitgefiihrt werden. Niheres hiertiber in der ‘zweiten Mit-
teilung. : '
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XXIV. Leitfihigkeit des Wismuts im magnetischen Felde.

Die zweite und dritte Zeile der Tabelle (63) bestimmt die
Abhidngigkeit der stofflichen Variablen von dem Quadrate der
elektrischen und magnetischen Feldstirke. Obgleich dieselbe
flr mormale Medien der Kleinheit der Konstanten p ¢ y 3 wegen
keine direkt wahrnehmbaren Wirkungen hat, darf dieselbe fiir
kein Medium gidnzlich verschwinden; diese Abhingigkeit spielt
eine wichtige Rolle in meiner Theorie, da sie nach Kapitel XIII
und XVIII die ponderomotorischen Wirkungen im elektro-
magnetischen Felde und das Auftreten der Deformations-
strOme (also unter anderem die Induktionswirkungen) wesent-
lich mitbestimmt, welche Wirkungen der GréBe der Kon-
stanten # und #’ wegen sehr merklich sind.

~ Die durch die Abhingigkeit der stofflichen Variablen von
dem. Quadrate der Feldstirken hervorgerufené akzidentelle
elektrische Leitfahigkeit hat, da nach Kapitel XIII
N p=p=q9q=4¢=0
nach (34) den W'ert
—(v7+wc) e = Lye-e;e- e+L35 G +Mopemne; 430 p2m?,

-..(123)
worin nach (63)

(@4 35) Ly = 0,(2,5/ — 0y 2)+w, (w0, 3 +1,2),
+yy')AI = v, (v — w2) + 1w, (W) y+ v ),
(~*+_y_y")L = (vy+3 v,)(vsy’—1vaz)+(w0+3w3)(;vﬂy+uﬂ:)+
+ 0, (v, ¥ — 02) 4+, (10, ¥ +1,2),
(ﬁ+yy’)]l[ — (u1,+3v3)(v3_;’-——1v z)+(w, +3;v3)(w;y+v )+
B + 0y (U0 - g 2) + w0y (W y+ 0 2). ' (124)
In normalen Medien heben sich, da nach (71)

!

Yo __ 1, ‘ ' ’
o und Vg = 1y = vy = g,

0

die mit z behafteten Glieder in jeder Zeile exakt auf. Die mit ¥
und »' behafteten Glieder verschwinden der Kleinheit dieser
Diampfungskonstanten wegen. Die elektrische und magnetische
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Feldstirke hat also in normalen Medien keinen merklichen
Einfluf auf die elektrische Leitfahigkeit. Da (123)
und (124) den Wert der akzidentellen magnetischen Leit-
fahigkeit angeben, wenn man v, beziehungsweise s mit ¢/, be-
ziehungsweise s’ vertauscht, gilt fiir diese das gleiche.

In abnormalen Medien, welche die Konstantenbedingungen
Kapltel XIIT nicht erfilllen, sowie fiir normale Medien bei un-
gemein hohen Feldstiarken ergibt sich eine geringe, von dem
Quadrate der Feldstdrken abhingende akzidentelle Leit-
fahigkeit. :

Dlese Abhanmgkent von der elektnschen Feldstarke
zelgt sich am deutlichsten bei elektrischen Entladun"en
in Isolatoren und verwandten Erschemungen welche in der
zweiten Mitteilung betrachtet werden sollen.

In metallischen Leitern wire diese Wir kung, ‘welche einer
Abweichung vorr dem Ohm’schen Gesetze gleichkommt, schwer

zu konstatieren, weil in Leitern hohe elektrische Feldstidrken
nur durch ungemein starke Strome erzeugt werden konnen und
die hierbei auftretenden ‘Narmeproduktlonen und thermoelek-
trlschen Effekte den in Rede stehenden Effekt verdecken.

W’ent leichter mufB die Abhingigkeit der elektrischen Leit-
fahngEIt von dem Quadrate der mawnetxschen Feld-
stirke zu beobachten sein, da starke Magnetfelder in Metallen
ohne weiteres erzeugt werden konnen und keine stbrenden
Nebenwirkungen haben, und tatsichlich wurde bei Wismut,
Antimon und anderen Metallen die Abhdngigkeit der Leitfdhig-
keit von dem OQuadrate. der. magnetischen. Feldstarke .kon-
statiert. » :

Je nach dem Werte der Konstanten v, #, V; #s, beziehungs-
weise v}, w) vy vy in diesen Metallen muB nach (123) und (124)
die longltudlnale oder transversale Komponente der
magnetischen Feldstirke verschieden starken Einfluff auf den
Widerstand eines drahtformigen oder plattenférmigen Leiters
haben Wenn benspielswelse ‘diese Ixonstanten dle Bedmgunﬁ
erfu]len '

+v0v’+v%v’+3v3v; Y

!

{ 1) 0 .
- 7 ;o i
10, WA 10y 10y 30 W+ S35 1y 3
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s0 erg:bt sich nach (124):
My= -, a'so Y m:m+M,m*= Y mrm.
Die zkzidentelle elektrische Leifahigkeit ist dann nach (123)
Fropotionai dem rotorisch-dyadischen Quadrate mxm  der
magrnetischen Feldstarke und der durch die elekirische Feld-

starke ¢ bewirkle zkzidentelle elektrische Leitungsstrom ist
dann proportional dem \Werte

Momymee = M omx(mxe),

d. h. die elektrische LeitfZhigkeit wird in diesem Fale nur
curch cdie transversale Komponente des magnetischen Feldes
beeinfluft

Cber den sekundiren Einflu8 dieses Effektes auf den Hall-
effekt vgl. Kapitel XXVIL.

XXV. Abhangigkeit des diamagnetischen Koeffizienten von
der magnetischen Feldstirke.

Ferrer wird die ebenfalls durch die dritte Zeile der
Tabelle (63) ausgesprochene Abhingigkeit des diamagnetischen
Koeffizienten w von dem Quadrate der magnetischen Feld-
stirke durch die Gestalt der Magnetisierungskurve des
Eisens im wesentlichen bestitigt. Nach (B3) ist

r=p,—xnmt, :
worin g, die diamagnetische Konstante, d. h. der Wert von [

bei Abwesenneit des magnetischen Feldes m 15t, und z eine
positive Materialkonstante vom \Werte

v SP*T
) T ostgd
Es folgt also

ta

= I 4+2m?

und der magnetische Fluktor pm (die magnetische Induktion)
ergibt sich als folgende Funktion des magnetischen Vektors m
(der magnetischen Feldstirke oder magnetisierenden Intensitit)

L, m

=
® I 4+xm?

(125)
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Hiernach steigt, so wie es der Beobachtung entspricht, die
magnetische Induktion erst rasch, dann langsamer mit der Feld-
stirke. Nach (125) solite sie aber ein Maximum erreichen, um
dann  weiterhin sehr langsam abzusinken. Dies kann wohl
deshalb nicht beobachtet werden, weil der remanente Magnelis-
mus eintritt, dessen Einflu in (125) nicht berilicksichtigt ist
und welcher mit der magnetisierenden Feldstirke steigt, so daB3
die groBeren Induktionen mehr verstirkt werden als die anfang-
lichen kleinen Induktionen, was den hoheren Teil der Magne-
tisierungskurve merklich heben muf.

XXVI. Remanenter Magnetismus.

Nach der vorletzten Zeile der Tabelle (63) ist
- 2 o
£ = — Vx4, (126)

worin ¢ die elastische Dyade ist, deren Skalar die Dichte p ist.
Wir konnen also mit hinreichender Anndherung setzen:

= -‘;‘-(vap). (127)
Die elektrische Grundgleichung (IIa) nimmt im statischen
Falle bei Abwesenheit eines elektrischen Feldes die Form an:
- w'Eemt = ¢, rot m. , - (128)
Aus (127) folgt sonach

an'!

Vpxmt = ¢z rot m. (129)

_Wenn sonach senkrecht zu der magnetischen Feldstirke m
ein Dichtengefille Vp (genauer ein Gefille der elastischen
Dyade ¢) vorhanden ist, so tritt in einem Medium, dessen Kon-
stante w” betrichtlichen Wert hat, vollkommen statisch ein
magnetischer Wirbel rot m auf.

Diese Voraussetzungen sind erfiillt in der Mantelfliche
eines gehirteten Magnetstabes, in welcher zufolge der Hartungs-
spannungen ein starkes Gefalle von ¢, eventuell auch ein
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geringes Gefille von p in der Normalrichtung vorhanden ist.
Erzeugt man nun ein magnetisches Feld in der Lingsrichtung
des Magnetstabes, so muf-nach (129) in der Hdrtungsschicht
ein magnetischer Wirbel rot m auftreten, welcher in der Mantel-
fliche den Magnetstab umkreist. Derselbe hat jene magnetischeh
Wirkungen, welche den Ampere’schen Molekularstromen zu.
geschrieben wurden, insbesondere besteht diese Stromdi¢hte
rot mt statisch,.ohne Wirme zu produzieren, nur umkreist sie
nicht ‘die Molekiile, sondern den ganzen Magnetstab in seiner
gehirteten Mantelflache. g T SRR

Dieser magnetische Wirbel erzeugt se:nerse:ts ein magne-
_ , d
tisches Feld, Welches, wenn die Konstante

entsprechen-

des Vorzeichen .hat, dem magnetisierenden Felde gleich-
gerichtet ist und den magnetischen Wirbel verstiirkt und auf-
recht erhilt, so daf derselbe auch nach Erléschen des primiren
magnetisierenden Feldes nicht vollig erléschen kann, womlt der
remanénte Magnetismus erklart ist.’
Der Dualitat der elektrischen und magnetischen erkuncren
wegen dirfte es moglich sein, die zweifellos vorhandene re-
manente Elektrisierung der piezoelektrischen Krystalle
(vgl. Kapitel XXII) in analoger Weise zu erkliren.

' XXVII Hall'scher Effekt.
' Nach der fiinften Zeile der Tébeller(63) ist
" a'g+¥s ! |

= 5£+FF Vyom =.— KV, u,m, (130)
wodurch die Abhingigkeit einer stoffhchen Vanablen von der
Inhomogemtat des magnetischen Feldes anﬂegeben ‘wird.
Nun kann man starke Inhomogenititen des magnetischen Feldes
nur auf eine einzige Weise erzeuger, indem man namhch eine
starken elektrischen Strom durch einen Leiter von sehr kleinem
Querschnitt, z. B. eine diinne Wismutplatte, sendet. Dann ist

. 1 o
Vol = pprotmx L

|
|
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Der akzidentelle Leltuanctrom hat nach den Gleichungen
(34) den Wert

1
g«(pee+pm) = ~— 5 w, A p" wt x rot m.

Es ist hierbei berlicksichtigt worden, daB
Cexrotm=0.

Die elektrische Grundgleichung (IIa) nimmt hiernach die
Form an:
- ye—kmxrotm =¢grotm, . - - T(131)
worin . I _ . .o C

k= -;—- w, Kp".

. Wenn man also noch ein starkes magnetisches Feld m
hinzufiugt, welches auf dem Hauptstrome rot m senkrecht steht,
so tritt in' der Binormalen ein. Transversalstrom, beziehungs-
weise ‘eine transversale elektromotorische Kraft von der Grofe
und Richtung '

: * omxrotm - - S (132)
To N . S P
auf womit das Hallsche Phanomen etklart ist.
" Die sechste Zeile der Tabelle (63) bestimmt den damit ver-
wandten Ettinghausen- -Nernst’'schen Effekt, welcher welter
unten berechnet werden soll. ‘ -

Da die in Kapitel XXIV berechnete akzidentelle Anderung
der Leitfahigkeit des Wismuts im homogenen Ma"netfeld ‘nicht
skalar, sondern dyadlsch ist, so hat der durch’ dieselbe hervor-
gerufene Leitungsstrom im allgemneinen nicht die Richtung der
elektrischen Feldstirke, es tritt also auch zufolge dieser Wirt'
kung ein Transversalstrom auf, welcher im allgemeinen den
hier berechneten Hall’schen Strom {iberdecken wiirde. Bei den
Versuchsanordnungen, welche man verwendet hat, verlduft
aber [abgesehen von dem Hall schen Effekt, also von- der
elektromotorischen Kraft (132) selbst] der Strom senkrecht zu
dem Magnetfeld und hat also die Anderung der Leltfahlgkel‘t
des Wismuts im Magnetfelde nur einen verschwindend kleinen
sekundéren Emﬂuﬂ auf den Ausfall des Hall’ schen Versuches

vt
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Funfter Teil.

XXVIIL Bedeutung der chemischen Variablen dij

Nach Kapitel VIII ynd Gleichung (1) ist die gesamte
Dichte P; der Komponente i einer Mischung gleich

Pg: i+ ZPU° ‘ S (133)
J

- Hierin sind Py, p; und p,; die Skalare der realen dyadischen
Variablen W, ¢;, beziehungsweise $i- Nach (133) sind also
die p;, pjj. .. als Anteile der. gesamten Dichte P; der Kompo-
nente ¢ zu betrachten.

Fir die Fluxion dieser Variablen 9iy $i7. .. gelten nun
ebenso viele besondere Gleichungen des Systems (némlich
die Gleichungen (VIi), (VI#,...) jeder einzelne’ der Anteile
P, py. . . der Dichte P; folgt unabhingig einem anderen Gesetze,
d. h. er verhilt sich anders, hat andere Wirkungen als die
librigen Anteile der Komponente 7. Aus dem Gleichungssystem
ergibt sich aber liberdies, daB diese verschiedenen Anteile der
Komponente i verschiedene Eigenschaften haben, also in voller
Bedeutung des Wortes sich . in verschiedenen allotropen
Zustinden befinden. _ )

Es folgt dies schon daraus, daB die Materialkonstanten der
physikalischen Gleichungen des Systems Funktionen der realen
Variablen des Gleichungssystems sind, also auch von- den
unabhéngigen Variablen %i> $ij- .. abhingen. Je nach dem
wechselnden Mischungsverhiltnis, d. h. je nach dem Verhiltnis
der Variablen g;, pj;. .. dndert also die Mischung ihre physi-
kalischen Eigenschaften. _, -

- Insbesondere erhilt die Folgerung, daB die Pis fif - - -, die
Dichten allotroper Zustinde der Komponente § sind, ibren
vollen physikalischen Sinn dadurch, daB jeder chemischen
Gleichung (VIx) ein System von vier stofflichen Gleichungen
(IVa,), (1Vd,), (Va,), (Vb)) zugeordnet ist, welche nach den
vorhergehenden Teilen dieser Abhandlung eine grofle Reihe
verschiedener physikalischer Wirkungen des Anteiles X der
Komponente i bestimmen. Unter diesen sind die Spektralerschei-
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nungen besonders hervorzuheben. Jedes dieser Systeme von je
vier stofflichen Gleichungen bestimmt zwei optische Eigen-
schwingungen dcs betreffenden Stoffes =, jede der allotropen
Modifikationen der Komponente # sendet also ihr eigenes
Spektrum aus. ‘

Von den Variablen ¢;; (mit zwei verschiedenen Indizen i
und f) sind nun je zwei ¢; und ¢;; paarweise gekoppelt, und
zwar ist der Zusammenhang der Gleichungen (VI#) und (VIji),
welche die Fluxionen dieses Paares chemischer Variablen be-
stimmen, genau von gleicher Art, wie der Zusammenhang
je eines Paares (IVa, IVb) oder (Va, V&) der stofflichen Glei-
chungen. Die Variablen ¢;; und ¢;; sind also ebenso gekoppelt
wie die stofflichen Variablen &, und fi. oder wie 7, und &. Ferner
sind die Gleichungen (VI4j) und (V1ji) energetisch dadurch ge-

koppelt, daB
oppett da Ky = —Ky. (134)

Ein besonders enger Zusammenhang der voneinander
unabhingig veranderlichen Variablen ¢;; und ¢;; wird dadurch
geschaffen, daBl die Materialkonstanten der stofflichen Glei-
chungen (IVéj) und (Vij) des einen Stoffes identisch sind mit
den Materialkonstanten der stofflichen Gleichungen (IVji)
und (Vji) des anderen Stoftes. Der Anteil p;; der Komponente ¢
folgt also denselben stofflichen Gesetzen, verhilt sich physi-
kalisch ebenso, hat dieselben Wirkungen, sendet dasselbe
Spektrum aus als der Anteil py der Komponente j. Diese beiden
Anteile der Komponenten oder chemischen Elemente ¢ und 7
sind also miteinander zu einem physikalisch einheit-
lichen Stoffe, der chemischen Verbindung der beiden
‘Elemente durch das Gleichungssystem verbunden.

Sonach bedeutet p; die Dichte des chemisch freien Anteiles
des Elementes 4, und p; die Dichte jenes Anteiles des Ele-
mentes i, welcher chemisch verbunden ist mit jenem Anteile
des Elementes f, welcher die Dichte pj hat.

XXIX. Oszillatorische chemische Vorginge.

Die eigentlich chemischen Prozesse, insbesondewe sehr
rasch ablaufende Verbindungsvorgédnge missen nicht notwendig
aperiodisch verlaufende Ausgleichsprozesse sein, sondern

Sitzb. d. mathem.-naturw. Kl.; CXX. Bd., Abt. lla. 3V
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konnen rasch geddmpfte oszillatorische Vorginge darstellen,
indem auf die anfingliche Bindung jedes der Elemente nach
giner halben Schwingungsdauer der chemischen Oszillation
)seine teilweise Freigabe, auf diese nach einer weiteren halben
S¢hwingungsdauer wieder Bindung, hierauf nochmals eine
geringere Dissoziation folgt usf. mit immer kleinerer Amplitude,
bis das chemische Gleichgewicht erreicht ist, wie wir nun
berechnen wollen. ‘
Als Beweis fiir das tatsichliche Vorhandensein solcher
eigentlich chemischer Schwingungen (Verbindungs- und Zer-
setzungsschwingungen) kann das charakteristische Spektrum
gliihender chemischer Verbindungen angesehen werden.
Wihrend die Elemente, z. B. Ba und Cl, Linienspektren aus-
senden, emittiert die gliihende Verbindung (BaCl) eine oder
mehrere Spektralbanden, das beispielsweise genannte Barium-
chlorid sendet bekanntlich eine ganze Serie von griinen Banden
aus. Auch Verbindungen von Nichtmetallen zeigen dasselbe
Verhalten, so senden z. B. Koblenstoffdimpfe und Stickstoff
Linienspektren aus, wihrend das Cyan eine Reihe schoner
Banden emittiert. Ich habe die Spektralbanden zuriickgefiihrt
auf die periodische Exzitation einer gedampften einfachen
Eigenschwingung durch eine weit langsamere Unterschwin-
gung.! Die Differenz der Schwingungszahlen zweier aufein-
anderfolgender Linien der Bande ist ein ganzzahliges Vielfaches
der Schwingungszahl dieser exzitierenden Unterschwingung
(vgl. diese Sitzungsber., Bd. CXVII, p. 429), welche ich fiir eine
eigentlich chemische Schwingung, d. i. fir eine periodische
Umsetzung der chemischen Variablen $; und ¢y halte. Die
Schwingungszahl dieser chemischen Unterschwingungen ist
sonach bekannt, sie ist weit kleiner als jene der von dieser
Unterschwingung exzitierten stofflichen Schwingungen, d. h. der
periodischen Umsetzungen der stofflichen Variablen (@), be-
ziehungsweise (y8), welche stofflichen Schwingungen zufolge
der Koppelung der elektromagnetischen und stofflichen Glet-
chungen die Emission des Lichtes bewirken (siehe diese

Sitzungsber.,, Bd. CXVI, p. 427).

1 Diese Sitzungsber., Bd. CIil, p. 320.
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Die chemischen Gleichungen (VIZ) und (VIji) sind durch
dic linearen Verwandlungsglieder (Schwingungs- und Damp-
fungsglieder, vgl. p. 409) genau ebenso gekoppelt wie die stoff-
lichen Gleichungspaare, z. B. die Gleichungen (IVa) und (IV?d).

Betrachten wir zunidchst die chemischen Schwingungen
filr sich, indem wir annehmen, daB kein elektromagnetisches
Feld vorhanden ist, dal das Medium homogen und isotrop ist
und daB die stofflichen Variablen hinreichend kleine Werte
haben, so daB wir ihre Quadrate vernachldssigen konnen, so
nehmen die Gleichungen (VI#) und (VIji) die Form an:

8pif

2~ —Kuies+Cypy +Sipi =0, (135)

weil 17, = gl

8 Pji
Qi bka‘j_

weil I Vii = PjiL

—Kjipjpi+ Ci pji +Sijoi; = 0, (136)

Wir begniigen uns mit der skalaren Form dieser Glei-
chungen, da die dyadische Form derselben nur bei Berechnung
der Lichtemission glithender Krystalle oder glihender de-
formierter elastischer Medien in Betracht kommt.

Im Ruhefalle mogen diese Variablen die Werte pf, o, o
und pj haben. Es folgt aus obigen Gleichungen fur

aa{;'j =0, =0
also fir den Ruhefall
—Kyptef+ Gl +Siei =0, (137)
—K;ipfp’ +Ci pfi +S;pj = 0. (138)
Bezeichnen wir mit
pi = pi—pf = —py = — Py +pj

die Abweichungen der Variablen von ihren Ruhewerten, so
folgt durch Subtraktion des letzteren Gleichungspaares von
dem vorhergehenden, wenn man die Produkte der als sehr klein
vorausgesetzten Abweichungen §;, p; vernachlédssigt:

30*
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kN = kN = aﬁii "~
C Gy +Kyp )y +(— S + X655 = 5 0 (1539)
» i > XN — ap"
(=G +Kip)pji +(— Sy + Kooy = gis 5~ (140)

Dies sind Schwingungsgleichungen. Die Schwingungs-
zabl p, dieser chemischen Verbindungs- und Zersetzungs-
schwingungen berechnet sich zu

i — K (1) (Sii—— K 1
= - SRSy,
Tij P
und die Dimpfungszahl » derselben ist
% = 1(Q"#K”"Ri+£’":jﬂi)' (142)
2p, Fij _ i

Hiernach hiéngt die Schwingungszahl einigermafien von
der Dichte ¢, beziehungsweise p, also von dem Dissoziations-
grad ab, welcher Einflu} aber, wie wir sehen werden, gerade
fir hohe Dissoziationsgrade und geringe Dichten verschwindet,
welche Voraussetzungen bei der Lichtemission durch glihende
dampfférmige Verbindungen erfiillt sind. Fiir diese ist
_ SySi

i T

Wenn die Materialkonstanten S; und Sji (deren Wert und
Vorzeichen von Dichte und Temperatur nicht merklich abhiingt)
entgegengesctztes Vorzeichen haben, so ist dic Schwin-
gungszahl p, reell und dann gleichen sich gelegentlich gegebene
kleine Abweichungen p; und fii von dem normalen Ruhe-
zustand unter geddmpften Oszillationen aus. Wenn hingegen
S;; und Sj; gleiches Vorzeichen haben, so ist P, Imaginir und

die Verbindung ginzlich instabil (vgl. diese Sitzungsber.,
Bd. CXVI], p. 423).

XXX. Konstanz der gewichtsprozentischen Zusammensetzung
der Verbindungen.

Nach (134), (137) und (138) gilt fiir den Ruhefall
Cirbi +Supi +Ciiph +Sypl = 0 (144)
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oder
*
5 Si+Gi (147)
Bi Sij +Gij

Die Dichten pjf und pf der miteinander chemisch ver-
bundenen Anteile der Elemente 7 und j missen also im Ruhe-
fall in cinem konstanten Verhiltnisse stehen oder die
Massen derselben in einem bestimmten Raume stehen in kon-
stantem gewichtsprozentischen Verhéltnisse,

Aus den simtlichen drei prinzipiell wichtigen Beziehungen
(134), (143) und (145) geh-t hervor, da8 die analogen Konstanten
des Gleichungspaares (VI4j) und (VIji) entgegengesetztes
Vorzeichen haben miissen, falls eine stabile Verbindung der
betreffenden Elemente moglich sein soll; das gleiche gilt auch
fiir jene Konstanten des Gleichungspaares, welche den Einflu3
der Inhomogenitiit des elektrischen Feldes (also die Elektrolyse)
bestimmen.

Man kann diese mit Notwendigkeit aus meiner Theorie
folgende Vorzeichenbeziehung unter Verwendung der {iblichen
Ausdrucksweise auch in der Form aussprechen: Zwei Ele-
mente i und j haben nur dann Wahlverwandtschaft oder
chemische Affinitit zueinander, wenn sie eine polare Gegen-
sitzlichkeit haben, welche sich durch das entgegengesetzte
Vorzeichen der analogen Materialkonstanten des die Verbin-
dung charakterisierenden Gleichungspaares ausdriickt, welche
auch ihr relatives elektropositives, beziehungsweise elektro-
negatives Verhalten bestimmen. Dasselbe Element, welches
gegen ein zweites Element negativ sich verhilt, kann sich gegen
cin drittes (aber wohl meist schwicher) positiv verhalten, d. h.
in dem entsprechenden Gleichungspaare durch eine Gleichung
mit positiven Konstanten vertreten sein. Die Konstanten jener
Gleichungen, welche die Verbindung der Elemente mit sich
selbst (die dimeren Kondensationen) bestimmen, folgen not-
wendigerweise ganz anderen Gesetzen (vgl. Kapitel XXXII).

XXXI. Gay-Lussac-Avogadro’sches Gesetz.

Das Gay-Lussac'sche Gesetz, nach welchem die Gas-
oder Dampfvolume der sich verbindenden (dquivalenten)
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Mengen der Elemente und des Verbindungsproduktes in ratio-
nalem Verhiltnisse (meist in dem Verhiltnisse sehr kleiner
ganzer Zahlen) stehen, liefert nur eine einfache Beziehung
zwischen den Materialkonstanten des Gleichungssystems.

Es mu8 fir die Gay-Lussac'schen Gaskonstanten,
das sind die in Gleichung (30) eingefiihrten Konstanten R, der
Wiarmegleichung (III) und far die Schwingungskonstanten der
chemischen Gleichungen (VI) die Beziehung gelten:

(Sﬁ -+ er) RJ'
— i) A 14
Sy+Cp — R, (140)

Hieraus folgt nach (145)

Py _ R -~

—Pj_f = B (14%)
d. h. das Gewichtsverhiltnis, in welchem sich zwei Elemente
verbinden, ist das Verhiltnis zwejer Materialkonstanten der
freien Anteile der Elemente, also das Verhiltnis zweier Zahlen,
welche einzeln von je einem der beiden Elemente abhiingen,
von dem anderen Elemente aber unabhingig sind. Diese Zahlen
nennt man Atomgewichte der Elemente.

Aus (147) geht ferner hervor, daB die Atomgewichte der
Elemente nichts anderes sind als die reziproken Werte
ihrer Gaskonstanten R, beziehungsweise R;.

Eine weitere Beziehung zwischen den Materialkonstanten
des Gleichungssystems muB die Gaskonstante R;; des Ver-
bindungsproduktes als Funktion der Gaskonstanten R; und R;
der Elemente der Verbindung bestimmen oder, was dasselbe
aussagt, das Molekulargewicht als Funktion der beiden Atom-
gewichte bestimmen. Da alle einfachen Beziehungen zwischen
den Materialkonstanten des Gleichungssystems wilikommen
sind, da sie das Gleichungssystem vereinfachen, so kann sich
meine Theorie jeder sichergestellten Beziehung zwischen dem
Molekulargewicht der Verbindung und den Atomgewichten
der Bestandteile gleich gut anpassen. Ich vermute allerdings, dafl
das System der chemischen Verbindungen, so vortrefflich es ge-
ordnet ist, doch auf einer kiinstlichen Basis aufgebaut sein
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diirfte. Der Satz, daB das Molekulargewicht gleich der Summe
der Atomgewichte ist, folgt keineswegs aus der Beobachtung,
sondern ist ausschlieBlich eine Konsequenz der Molekularhypo-
these, ja dieser Satz widerspricht sogar dem Augenschein und
kann nur durch die Avogadro’sche Nothypothese, dafi die
meisten gasférmigen Elemente im freien Zustande dimer sind
und vor der Verbindung monomerisieren, gedeckt werden.
Unbefangen betrachtet, sprechen die Gay-Lussac’schen Volum-
bezichungen dafiir, dafl das Molekulargewicht gleich der
halben Summe der Atomgewichte ist (vgl. Ann. d. Phys,, Bd.3
(1900), p. 613 ff.).

Man kann nur als sichergestellt betrachten, dal das Mole-
kulargewicht eine lineare Funktion der Atomgewichte mit ratio-
nalen Koeffizienten ist, und wiirde mit dieser freieren Annahme
zu einem natiirlicheren und einfacheren System der chemischen
Verbindungen gelangen. Das System der komplizierteren orga-
nischen Verbindungen wird hiervon keinesfalls beriihrt, da diese
Verbindungen auseinander durch Wechselzersetzungen
abgeleitet werden konnen, iiber deren Volumgesetz kein Zweifel
besteht und welche auch nichts zur Entscheidung dieser Frage
beitragen koOnnen, da sich bei Wechselzersetzungen die frag-
lichen Volumsédnderungen der einzelnen Verbindungs- und
Zersetzungsvorginge aufheben.

Selbstverstindlich muB die Entscheidung dieser Frage den
Chemikern {iberlassen bleiben und ich glaube daher am besten
zu tun, wenn ich im folgenden stets voraussetze, dafi das
Molekulargewicht gleich der Summe der Atomgewichte ist.

XXXIL Chemische Massenwirkung. Reaktionsgeschwindig-
keit.

Kehren wir nun zu den Grundgleichungen (135), (136)
zuriick. Fiir den Gleichgewichtsfall folgt aus (137) -
Sjipt+Cypl = Kypi'e; - (148)

Diese Gleichgewichtsbedingung nimmt nach (145) die

Form an:
v = Kol of (149)
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worin
_ Sji + i L
Sji (S + €i) — €y (S + C)

Gleichung (149) spricht das Guldberg-Waage'sche Massen-
wirkungsgesetz in jener Form aus, welche dann gilt, wenn die
chemische Verbindung der Elemente ¢ und J unter Reduktion
des Dampfvolums auf die Hailfte stattfindet und welche auch
fiir die Hydrolyse eines Salzes (mit starker Basis und schwacher
Sdure oder umgekehrt) gilt.

Aus Gleichung (149) folgt auch das bekannte Ansteigen
des Dissoziationsgrades bei VolumvergréBerung oder steigender
Verdlinnung.

Wenn die Gleichgewichtsbedingung (149) noch nicht erfillt
ist, so bestimmt die Grundgleichung (135) die Reaktions-
geschwindigkeit, mit welcher der chemische ProzeB abliduft,
Setzen wir zunichst voraus, dafl die Reaktion so langsam ab-
lduft, daB das stdchiometrische Gleichgewicht innerhalb der
jeweilig vorhandenen Verbindung nicht merklich gestort ist,
daB also (145) auch wihrend der hier betrachteten Reaktionen
gilt, so folgt statt (149) aus (133):

K — K

S0,
k—gfj‘ —Kpipi+p; =0, (150)
worin
K
k= — ...
I(,‘,‘ ‘F‘J

Hieraus folgt, daB der ProzeB, je nachdem die freien An-
teile der Elemente oder das Verbindungsprodukt im Uberschuf
vorhanden ist, in dem einen oder anderen Sinn ablduft, jedoch
stets so, daf} eine Anndherung an das Reaktionsgleichgewicht
erreicht wird, und zwar ist die Reaktionsgeschwindigkeit desto
groBer, je weiter der Dissoziationsgrad von dem durch (149)
bestimmten, im Gleichgewichtsfalle vorhandenen Dissoziations-
grad entfernt ist,

Betrachten wir jedoch sehr stirmisch verlaufende Re-
aktionen, so diirfen wir nicht voraussetzen, dafi schon wihrend
derselben (145) gilt, d. h. das jeweilig vorhandene Verbindungs-
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produkt ist nicht nach konstantem Gewichtsverhiltnis zu-
sammengesetzt. Die Reaktionsgeschwindigkeit wird dann
durch (135) und (136) bestimmt und fihrt nur dann zu dem
stochiometrischen und Reaktionsgleichgewichte, wenn die
Dimpfung (142) der eintretenden chemischen Oszillationen
positiv ist.

XXXIII. Dimerisierung. Kondensation, Erstarren.

Der Kondensation gehen Polymerisierungen, das sind Kon-
densationen nach ganzzahligem Volumverhiltnis voraus. Die
Ahnlichkeit dieses Volumgesetzes mit dem Gay-Lussac'schen
Volumgesetze der chemischen Verbindung 14t eine Beziehung
zwischen diesen Erscheinungen erkennen. Auch nach meiner
Theorie wird die Polymerisation und -allgemeiner die Kon-
densation als eine chemische Verbindung des Stoffes mit sich
selbst aufgefaBt und die Dimerisation des Stoffes » durch die
Gleichung (VI»x) bestimmt, welche ganz analog gebaut ist wie
die ibrigen chemischen Gleichungen (VI#), doch bedingt die
Gleichheit der beiden Indizen » wesentliche Abweichungen der
Dimerisationsgleichung (VIzx) von den iibrigen chemischen
Gleichungen, wodurch die wesentlichen Unterschiede des Kon-
densationsvorganges und der chemischen Verbindungsvorgange
erklart werden kodnnen.

Die Gleichung (VIxw) nimmt unter denselben Voraus-
setzungen, unter welchen (135), (136) gilt, die analoge Form an:

Pxx Egtix_ —KPE'{‘S'iKPuu = 0, (151)

worin
Shx = S+ C’Ax .

Hierin ist p. die Dichte des in dimerer Form vorhandenen
Antciles des Stoffes x und p. die Dichte des in monomerem
Zustande vorhandenen Anteiles desselben. Diese Gleichung
bestimmt wieder das Dimerisationsgleichgewicht, beziehungs-
weise die Geschwindigkeit, mit welcher dasselbe angestrebt
wird.

Die Gleichung (151) gilt auch fiir die von Arrhenius an-
genommene Dissoziation der Elektrolyten in (z. B. wisseriger)
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Losung, welche ich nicht fiir eine Dissoziation, sondern fiir
eine Monomerisierung des nichtdissoziierten Elektrolyten halte.
Jedoch gilt (151) nur fiir schwache Elektrolyten. Fiir starke
Elektrolyten gilt ein anderes Verdiinnungsgesetz,! welches
erkennen ld8t, daB in diesen nicht selten die nicht leitungs-
fihige allotrope Modifikation des Elektrolyten sich in
trimerem Zustand in der Losung befindet, wiihrend die
leitungsféihige allotrope Modifikation sich in dimerem
Zustande befindet.

Ein wesentlicher Unterschied der Dimerie und der chemi-
schen Verbindung besteht darin, daf die wichtige Beziehung
(134) unméglich erfiillt werden kann, wenn die Indizen 7 und j
einander gleich sind, zufolge dessen kann die durch (134) be-
stimmte einfache Energieverwandlung innerhalb des Gleichungs-
paares (VIj) und (VIji) nicht in dhnlicher Weise bei der
Dimerisation stattfinden. Das zu dem quadratischen Verwand-
lungsgliede Kpg2 der Dimerisationsgleichung (VIxx) oder (151)
energetisch komplementire Glied muf zufolge dessen in der
chemischen SchluBgleichung (VII) auftreten (vgl. Ka-
pitel XV, p. 439). Hiernach steht die Dimerie in kausalem
Zusammenhange mit der Gravitation. Ein Stoff «, flir welchen
keine Kondensationsgleichung nach Art von (151) gilt, d. h. fiir
welchen die Konstante K gleich Null ist, welcher also nicht
weiter kondensierbar ist, ist nach Kapitel XV auch nicht aktiv
gravitationsfihig, obgleich er die volle passive Gravitation
(Wigbarkeit) bewahrt. Ob aber solche Stoffe in merklichen
Mengen vorkommen, ist fraglich. Die starren Medien sind
keineswegs in ganz stabilem, bei weiterer Temperaturerniedri-
gung nicht weiter verdnderlichem Zustande zu denken, wie aus
dem oft beobachtbaren mehrfachen Umkrystallisieren bei fort-
schreitender Temperaturerniedrigung unverkennbar hervorgeht.

Jedoch mu8, wenn das Gleichungssystem aus einer be-
grenzten Zahl von Gleichungen bestehen soll (und dies ist
doch wahrscheinlich), auch die Kondensation einmal ein Ende
haben,® also ist nicht unwahrscheinlich, da8 jedem starren

! Siehe Van 't Hoff, Theoret. u. phys. Chemie (1898), I. Heft, p. 118.

2 Um die Dichte ecines Stoffes auf den 1000 fachen Wert zu heben, sind
zehn aufeinanderfolgende Dimerisationen nitig.




Geschlossenes Gleichungssystem. 473

Korper eine geringe Menge seiner nicht weiter kondensations-
fihigen (inaktiven) Modifikation beigemischt ist. Da man dieser
Modifikation extreme Werte der Materialkonstanten
zuschreiben darf, konnte ihr Auftreten trotz ihrer geringen Kon-
zentration die Eigenschaften des Mediums merklich dndern, ja
vielleicht ist das Auftreten einer geringen Menge dieser inaktiven
allotropen Modifikation des Stoffes die Ursache der auf-
fallenden Eigenschaftsinderung desselben, welche man
als Erstarren bezeichnet. Man wiirde durch diese Annahme
die notige Freiheit in der Wahl der Materialkonstanten ge-
winnen, um einige besondere Eigenschaften starrer Medien
einfach beschreiben zu kénnen.

Dieser inaktive Kern der starren Kirper diirfte eine hohe
Elastizititskonstante 7, haben. Die Inaktivitit dieses Stoffes
muB dadurch zum Ausdruck gebracht werden, daf fast alle
Materialkonstanten der stofflichen Gleichungen (IV) und (V)
desselben nahezu gleich Null gesetzt werden, mit Ausnahme der
Konstanten ¢ der Gleichung (IVa), welche ungemein hohen Wert
haben diirfte, und der Konstanten &; und s der Gleichung (IV ).
Die stofflichen Gleichungen des inaktiven Kerns reduzieren
sich hiernach auf

dE

— i = Iva
e~ +sh 0, (va’)

b, dive,e—s8 =0, (v )

aus welchen folgt:

2

s
b

d 1
——di - — 152
= div g e p (152)

W
o—FI

Hierdurch ist das Haften elektrischer Ladungen starrer
Koérper an der Materie bei Bewegungen derselben (vgl. Ka-
pitel XXIII) ebensogut gesichert als durch die etektromagne-
tischen Gleichungen der Maxwell'schen Theorie und sind die
elektromagnetischen Gleichungen meiner Theorie von dieser
einschrinkenden Bedingung, welche die Erkldarung der Aberra-
tion des Lichtes, der Reibungselektrisierung, des Fizeau'schen
Phinomens etc. unmoglich machen wirde, befreit.
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XXXIV. Theorie der photochemischen Erscheinungen.

Die stofflichen Eigenschwingungen, d. h. die periodischen
Umsetzungen der Variablen & und {i,, beziehungsweise %, und &,
incinander, welche Schwingungen wir kurz mit (§p,), be-
ziehungsweise (7,.£,) bezeichnen, sind einerseits durch die in
den elektromagnetischen Gleichungen auftretenden elektro-
chemischen Stréme

g Vel L g V-(as+bj+...) etc,

andrerseits durch die zu diesen komplementiren Glieder aV, ¢, ¢,
bV ,¢e, ¢ ete. der stofflichen Gleichungen mit den elektromagne-
tischen Vorgingen gekoppelt, derart, daf elektromagnetische
Strahlen stoffliche Eigenschwingungen des Mediums auslfsen
und umgekehrt stoffliche Eigenschwingungen des Mediums
die Emission von elektromagnetischen Transversalstrahlen
und elektrischen Longitudinalstrahlen bewirken (siehe diese
Sitzungsber., Bd. CXVI], p. 426 und 454).

Die chemischen Eigenschwingungen (pij, pji) (Unter-
schwingungen), welche wir in Kapitel XXIX berechnet haben,
sind zwar in formal gleicher Weise direkt an die elektro-
magnetischen Vorginge gekoppelt, aber der quantitative Unter-
schied ist so groB, daB dieser Einflu kaum merklich ist, Einer-
seits ist die Wirkung elektrischer Inhomogenititen auf den
Dissoziationszustand (Elektrolyse, siehe das folgende Kapitel)
eine viel zu trdge, andrerseits ist die Schwingungszahl der
chemischen Unterschwingungen so viel kleiner als die des
Lichtes (siehe p. 464), so daB keine andere Wirkung der
chemischen Unterschwingungen auf die Strahlung merklich ist
als ihre exzitierende Wirkung auf die stofflichen Eigen-
schwingungen,

Die stofflichen Eigenschwingungen der freien Kom-
ponenten der Mischung (g;1,), (7;&), ebenso wie die entsprechen-
den kohédrenten stofflichen Schwingungen der elektrischen
Strahlen, werden zufolge der mit den Konstanten ciciyiyi be-

hafteten Dampfungsglieder der stofflichen Gleichungen ge-
dimpft, beziehungsweise absorbiert. Bei fortw

dhrender Durch-
strahlung des Mediums tritt zufolge

dieser Absorption eine




-
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fortschreitende Erwidrmung desselben ein, denn die zu
diesen Ddmpfungsgliedern komplementiren quadratischen Ver-
wandlungsglieder ¢& 18+ ¢ifit i+, .. etc, welche in der
Wirmegleichung stehen, bewirken eine der Zeit proportionale,
stets positive Wirmeproduktion.

Die stofflichen Eigenschwingungen einer chemischen Ver-
bindung (5, {i;), beziehungsweise (7, &) bewirken aber keine
direkte Wirmeproduktion. Die stofflichen Gleichungen (IV ij)
und (Vij) der Verbindung sind durch ihre Dampfungsglieder
¢ii%ij» ¢y etc. an die chemischen Gleichungen (Vi) ge-
koppelt, in welchen sich die komplementaren quadratischen
Verwandlungsglieder

Gy Ty ey Pyt Ry
finden.

Die Diampfung der stofflichen Eigenschwingungen D)
der Verbindung sowie die Absorption der elektrischen Strahlen
in einer solchen (leicht dissoziierbaren) Verbindung findet ihr
Aquivalent in dem fortwidhrenden Ansteigen der chemi-
schen Energie. Die Fluxion dieser Energie
ist wesentlich positiv, weil sie den wesentlich positiven quadra-
tischen Verwandlungsgliedern gleich ist. Es findet also cine
fortschreitende Dissoziation der Verbindung statt,
wenn diese exotherm ist, d. h. wenn (3;—g;) und (g;— 1) posi-
tiv sind. Auch der umgekehrte Fall, daf elektrische Strahlung
auf Kosten der chemischen Energie des Mediums ausgesendet
wird (tierische Leuchtsubstanzen, radioaktive Substanzen), ist
ausnahmsweise moglich, wenn die Didmpfungskonstanten i€l
des Mediums negativ sind (vgl. das liber die analoge Tem-
peraturemission, L. ¢., p. 427 und 468, Gesagte).

Diese photochemische Wirkung der Strahlung folgt aus
der Grundgleichung (VIij), die mit hinreichender Ausfiihrlich-
keit sich in der Form schreiben laBt: '

S0 ziasy ¢yt By - Kyeipit Gy Sipi = 0. (153)

A P N - . w .
o AU SO Jol S f .
BR, W PR N U S N

oo Ll DU ek
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Fiir den stationidren Fall

Bpy _

TR
ergibt sich hieraus, dafi bei stationirer Durchstrahlung
des Mediums das Reaktionsgleichgewicht stationiir verschoben
wird, so dafl wihrend der Durchstrahlung ein héherer Dis-

soziationsgrad als der normale, durch (149) bestimmte, vor-
handen ist.

XXXV. Elektrolyse und Hittorf’sche Uberfiihrung.

In Kapitel VIII wurde aus den Gleichungen (VIi) die
exakte Erhaltung der Masse jeder der chemischen Kom-
ponenten ¢ des Mediums in dem ganzen stofflich geschlossenen
Raume nachgewiesen. Jedoch ist fiir die einzelnen Teile des
Mediums keineswegs die Kontinuititsgleichung erfullt, vielmehr
lautet die skalare Form der Grundgleichung (VIi):

&P, o ) )
8!1 +Z_dw“fjpfj‘: Zv%‘ﬁfjerj. (154)
7 J

Die rechte Seite dieser Gleichung konnen wir hier der
Kleinheit der Konstanten ' wegen unbeachtet lassen, wir
werden sie erst im folgenden Kapitel beriicksichtigen.

Elektrolyten sind Stoffe, deren Materialkonstanten u;; merk-
lich von Null verschieden sind. Im ungleichférmigen elektrischen
Felde treten nach (154) Fluxionen der Dichte P; der Kom-
ponente ¢ auf, deren Wirkung wir uns anschaulich machen

kOnnen, wenn wir die Gleichung (154) in folgende Gleichungen
zerlegen:

SP’ -
_ST - O, » (105)
5p Tdivpsue=0, (j=1...k. (156)

Die Gleichungen (155) und (156) folgen nicht aus meiner
Theorie, sondern stellen eine willkiirliche Spezialisierung der
allein gliltigen Gleichung (154) dar. Die zu berechnenden Ande-
rungen der Dichte P; finden aber genau so statt, als wiirden
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die Gleichungen (135) und (156) gelten, da die Summe dieser
Gleichungen die Grundgleichung (154) ergibt.

Die Gleichung (155) sagt aus, dafl die unzersetzbaren
freien Anteile p; der Komponente ¢ die Kontinuitdtsgleichung
erflillen und keinerlei Wirkung von Seite des elektrischen Feldes
erfahren.

Die Gleichungen (156) nehmen fiir ein unbewegtes Medium
(fiir v = 0) die Form an:

8 pij . =
—#+d1v e =0. (157)

Diese Gleichung hat genau die Form der Kontinuitats-
gleichung, jedoch steht in derselben statt der Geschwindigkeit v
der Vektor #;;¢, sie sagt also aus, daB der an die Komponente j
gebundene Anteil der Komponente # mit der Geschwindig-
keit #;e¢ in der Richtung des elektrischen Vektors ¢
wandert. Die allgemeinere Gleichung (156) sagt dasselbe aus,
nur daB nach derselben im bewegten Medium zu der elektro-
lytischen Wanderung noch die Wanderung zufolge der Ge-
schwindigkeitsverteilung v hinzukommt.

Hiermit ist die Elektrotyse und die Hittorf'sche Uber-
filihrung der Ionen vollstindig beschrieben und auch erklart,
denn sie ist darauf zuriickgefiihrt, daB die Dichtegleichungen (VI)
dieselbe Form haben als alle stofflichen Gleichungen. Die elektro-
lytischen Wirkungen sind genau analog zu den Wirkungen der
Inhomogenitit des elektrischen Feldes aV,g,¢, bV,s,e, welche
durch die stofflichen Gleichungen (IV) und (V) ausgesprochen
werden.

Die Gleichungen (155) oder (156) folgen nur in jenen Fallen
tatsichlich aus meinem Gleichungssystem, als nur eine (be-
liebige) von ihnen gilt, d. h. wenn die Komponente ¢ in nur
einem Zustande in der Mischung vorkommt. Statt ihrer gelten
andere, weniger einfache Gleichungen, welche aus (VI7) und
aus den Gleichungen (VIif) leicht abzuleiten sind, welche uns
aber nicht interessieren, weil die Gleichung (154) oder, was

dasselbe ist, weil die Summe der Gleichungen (155) und (156) .

bereits alles aussagt, was beobachtbar ist,

i,
i»

.‘ 1
i

:
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In der Tat kdnnen wir nichts beobachten als die elektro-
lytischen Wanderungen der gesamten Komponenten I’;, jedoch
konnen wir nicht durch Beobachtung konstatieren, ob die ein-
zelnen Anteile g;, p;; ... Uberhaupt Konzentrationsdnderungen
zeigen, welche sich durch einfache Wanderung erkliren lassen
und wenn, welches die Wanderungsgeschwindigkeiten dieser
einzelnen Anteile sind, auBer die Komponente  besteht aus einem
einzigen Stoffe. Denn die elektrolytischen Dichtednderungen
sind sehr langsam, es besteht deshalb in der ganzen Losung
und auch in der Nihe der Elektroden stets das Reaktions-
gleichgewicht, dieses hiingt aber nur von den gesamten
Dichten P;, P;. .. der Komponenten ab und es kann daher nicht
erkannt werden, ob die einzelnen Anteile Piy Pij - - . der Kom-
ponente 7 elektrolytisch zugewandert oder an Ort und Stelle
durch die zum Gleichgewicht fiihrende Reaktion entstanden
sind.

Auch das Freiwerden (die Ausscheidung) der Ionen an
den Elektroden ist eine Folge der Einstellung des Reaktions-
gleichgewichtes. Wenn eine Komponente i vorwiegend nach
der einen Elektrode wandert, so tritt sie dort im Uberschusse
Uber die anderen Komponenten 5. .. auf, Es folgt dann aus dem
Gesetze des Reaktionsgleichgewichtes, daB diese Komponente
groitenteils und in immer zunehmendem MaBe sich im freien
Zustand in der Mischung in der Nihe der Elektrode vorfindet,
beziehungsweise ausgeschieden werden mug,

Es bleiben sonach nur noch die Gesetze von Hittorf und
Kohlrausch {ber die speziellen Werte der Materialkon-
stanten #;, d.i. der Wanderungsgeschwindigkeiten der lonen,
zu berlicksichtigen:

1. Die Wanderungsgeschwindigkeiten #; und 2;; haben
stets entgegengesetztes Vorzeichen, dies charakterisiert
die beiden Bestandteile der elektrolysierbaren Verbindung als
elektropositiv, beziehungsweise elektronegativ und bewirkt, daBl
dieselben als Kation, beziehungsweise Anion ausgeschieden
werden.

Diese Tatsache erklirt sich als ein Teil des allgemeineren

. Gesetzes, dafl gewisse Materialkonstanten der chemischen

Gleichungen jener Stoffe, welche sich Uberhaupt miteinander
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verbinden knnen, entgegengesetztes Vorzeichen haben mussen,
wie weiter oben Kapitel XXX, p.467, zur Evidenz nachgewiesen
wurde.

2. Die Wanderungsgeschwindigkeit #;; ist dem lon ¢ eigen-
tiimlich, von dem zweiten Bestandteile j der elektrolysierbaren
Verbindung aber unabhingig. Es kann also, wenn #; und v;
positive Werte bedeuten, gesetzt werden:

= Wy = ... = + R, (158)
i — Bjwg = - -« - ——Rjﬂj.

Diese Tatsache erklirt sich als ein Teil des allgemeineren
Gesetzes, daf die oben erwidhnten Materiatkonstanten der
chemischen Gleichungen (VIij) nur von dem einen Bestandteil i
der Verbindung abhingen, von dem zweiten Bestandteile s aber
unabhingig sind. Daf} die Wanderungsgeschwindigkeit 7;; des
Elementes i nur von diesem abhingt, entspricht der Tatsache,
daB das Atomgewicht R7! dieses Elementes in der Verbindung ij
nur von ihm selbst, nicht aber von dem mit ihm verbundenen
Elemente j abhingt, wie aus Gleichung (146) hervorgeht.

3. Die Leitfihigkeit vy, der gelosten elektrolytischen Ver-
bindung #j bestimmt sich nach dem Kohlrausch'schen Gesetze,
welches fiir hohe Verdinnungen die Form hat:

j U

= const, (g Mrm + ),
fo="° Si+Cy S+
woraus nach (158), (145) und (146) folgt:
vy, = Ripi(ti+v)), (159)

worin R; die Gaskonstante der Komponente ¢ und v eine uni-
verselle Konstante, und zwar wie sich weiter unten ergeben wird,
das elektrochemische Aquivalent ist. Diese Gleichung stellt
eine weitere einfache Abhingigkeit einer Materialkonstanten
von der Dichte dar, durch welche erst die Analogie der elek-
trischen Glieder ¢;»V; #;f;¢ der chemischen Gleichungen (VI)
mit dem entsprechenden Gliede $.V;3 fr,¢ der Wirmeglei-
chung (lII) eine vollstindige wird. ' '

Nach Gleichung (153) und (156) zeigt eine ganz im freien
Zustande befindliche Komponente kcine elektrolytische Wande-

Sitzb. d. mathem.-naturw. Kl.; CXX.Bd., Abt. Il a. 31
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rung, sondern konnen nur bindre Verbindungen elektrolysiert
werden, wie dies dem Augenschein entspricht.

Trotz dieser Rickkehr zu den alten natiirlichen Vor-
stellungen betrachte ich die hier mitgeteilte Theorie der Elektro-
lyse nur als die exakte mathematische Formulierung des
wesentlichen Inhaltes der Hittorf-Arrhenius’schen Theorie.

Die Annahme von Arrhenius, daf der Elektrolyt in ver-
diinnter Losung vollkommen dissoziiert ist, ist unnattrlich,
aber auch fiir die Arrhenius’sche Theorie recht unwesentlich.
Der wesentliche Fortschritt, welchen diese Theorie bewirkte,
beruht darauf, daB Arrhenius erkannte, Jda@ der Elektrolyt in
konzentrierteren Lésungen in zweiverschiedenen allatropen
Modifikationen vorhanden ist, von welchen in verdiinnten
Loésungen jene vorwiegt, deren osmotischer Druck doppelt so
grof ist, als man erwartet hatte und welche allein leitungs-
fihig und elektrolysierbar ist.

XXXVL Theorie der Diffusion.

Bei Abwesenheit eines elektrischen Feldes nimmt die
Gleichung (154) die Form an:

1Y, .
51 = 2 VxBGE. (160)
J

Nach der vorletzten Zeile der Tabelle (63) ist &; von der

Inhomogenitit der Verteilung der chemischen Variablen ¢;; ab-
hdngig, und zwar ist

& = —:—Vx%" (161)

Nach der auf p. 438 [vor Gleichung (93)] mitgeteilten
Rechenregel ist

Vx (V) == div V(§— ¢, 1),
Betrachten wir ein isotropes Medium, fiir welches
b=pL $—d;l= ~2p]
0 ergibt sich aus (1€0)

3P, L
57 = . divElva,, (162)
)

- g
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worin
i — 22 nr.
Pj— ", i

Diese Gleichung stellt das Diffusionsgesetz richtig und
sehr allgemein dar. Auch das Zusammenwirken der Diffusion
mit der alimiihlichen Einstellung des Reaktionsgleichgewichtes
in Medien, welche sehr kleine Reaktionsgeschwindigkeit haben,
148t sich hiernach leicht berechnen. .

Man kann die Gleichung (162) nach Art von (1535) und (156)
(willkiirlich) zerlegen und hiernach gj; den Diftusionskoeffi-
zienten jenes Anteiles p;; der Komponente ¢ nennen, welcher an
den Anteil pj; der Komponente j gebunden ist. Hiernach hat ein
in nur einer Form p; vorhandener (also nicht dimerisierbarer)
Stoff auch keine Diffusionsfiahigkeit.

Aus den Nernst'schen Untersuchungen geht eine nahe
Bezichung zwischen den Diffusionskonstanten und den Wande-
rungsgeschwindigkeiten #; hervor, was nicht unverstandlich
ist, da dies Konstante derselben Gleichungen sind. Es gilt mit
Anniherung fir Elektrolyten:

i-’- = VR;SD‘M,'J', ﬁj’; = —'Vstouji' (163)

XXXVII. Elektromotorische Wirkung der Kreuzgefaillé.'

Die Beziehung (161), welche nach (76) die Oberflichen-
spannung erklart und nach dem vorigen Kapitel die Ursache
der Diffusion angibt, erklidrt auch die elektromotorische
Wirkung chemischer Inhomogenitaten.

Nach der magnetischen Grundgleichung (11#) und Glei-
chung (27) ist im Ruhefalle

o Vo0 == gy o Vel == —¢, rot e (164)
Da nun nach (161)
' = kVx,
worin
b= =V,
und da ,
V.Vx¢ == 0,

31"

pisuiinn

z 2%
-y v

-y
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s0 ist
Velle = Vk - Uxp=VkIxVy
und somit .
Ve =VkxVop. (1635)

Nach (164) und (165) folgt endlich"
cyrote = —p, VExVop. ' : (166)

Das rotorische Produkt der Gradienten zweier Material-
konstanten nenne ich ein Kreuzgefdlle. Das Gesetz (160),
welches sich nun als Deduktion aus dem geschlossenevn Glei-
chungssystem ergibt, habe ich als vermutliches Differential-
gesetz der elektromotorischen Wirkungen schon in einer
fritberen Abhandlung! hingestellt.

Nach (166) erzeugen Kreuzgefille, wie sie in der Um-
gebung der geschlossenen Linie auftreten miissen, in welchem
drei verschiedene Kirper aneinanderstofien, einen in diescm
Ringe verlaufenden elektrischen Wirbel. '

Um hieraus die elektromotorische Kraft (elektrische Wirbel-
starke) dieses Wirbels zu berechnen, verwenden wir den folgen-
den Integralsatz (167), welchen wir nun ableiten wollen.

Zunichst ist

—VEkxVp=rotpVk

Bezeichne § eine durch den Umfang 1t begrenzte Fliche,
so ist also nach dem Stokes’schen Satze '

fdf-kaVp = —fdu-pre.
f , u

Das rechtsstehende Integral kénnen wir besonders leicht
auswerten, wenn der Umfang u ein Viereck ist, dessen Seiten
beliebig rdumlich gekriimmt sein kdnnen, aber in den vier
Niveaufldchen

k=Fk, p=y,
k=Fky, =1y

1 Jaumann, Zur Theorie der Losungen Ann, der Phys. (1900), Bd. 3,
p. 590.
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liegen. Auf zwei dieser Seiten ist ndmlich V& = 0, auf den G
anderen Seiten ist p konstant, so daB wir sogleich erkennen, . |
dafl ' =

fdf-wxw = (b~ k) (o ) (167) |
i .

rmea o e

Wern z. B. ein Leiter erster Ordnung, ein Leiter zweiter
Ordnung und ein Isolator zusammenstofen, so bedeute p, den
Wert von p in dem Leiter erster Ordnung, p, den Wert von p in
dem Leiter zweiter Ordnung, k, den Wert von £ im Innern der
Leiter, ¥, den Wert von % an der Oberfliche der Leiter (im Iso-
fator), so ergibt sich aus (166) die gesamte kontaktelektro-

motorische Kraft ' ' .
& f dnee = —pg (b, — k) (o — o). (168) iy

u _ o

_ . S
Dafi man auch die elektromotorische Wirkung der Kon- bl

. ?5 |

zentrationsgefille hierauf zuriickflihren konnte, habe ich in der it !
zitierten Abhandlung ausfiihrlich gezeigt. Indes ergibt sich nun :3 i

aus dem geschlossenen Gleichungssystem eine zweite Ur-
sache kontaktelektromotorischer Wirkungen, und zwar eine

g T -
I

direkte elektromotorische Wirkung der Dichtengefille, wie sie i
die Helmholtz-Nernst’sche Theorie voraussetzt, wodurch die i
Anpassung an diese Theorie noch leichter gelingt, wie sogleich i
gezeigt werden soll. ' ‘ I j
» i

XXXVIII. Elektromotorische Wirkung der Konzentrations- HE
o eritte. |
IRt

Nach der elektrischen Grundgleichung (lla) und nach i
Gleichung (27) ist im stationdren Falle

Tot+eg VL =1,e—5," Zu,Vp,:co rot ut. (169) .

Im stromlosen Zustand ist also in einer elektrolytischen TN
Losung, deren Konzentration ungleichformig ist, stets ein elek- ;;_‘ '
trisches Feld vorhanden, welches nach (169), (158) und (159) B

~ folgende dem Konzentrationsgefille proportionale Stiirke hat: {
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o ) H,—v; Vpij
€= — (U Vpi+u; V) =ve - —— .
" (3 V pij+ i pji) “uitv;  py

(170)

Abgesehen von dem Faktor e, hat dieses Gesetz genau die
Form des Nernst'schen Gesetzes, insbesondere ist die Abhingig.
keit von der Differenz der Wanderungsgeschwindigkeiten der
beiden Ionen und von dem Logarithmus der Konzentration
ganz dieselbe,

Es. mdge hier darauf aufmerksam gemacht werden, daf
auch die Grundhypothese der Arrhenius-Nernst'schen Theorie,
daf eine Abweichung von dem stSchiometrischen Gleich-
gewicht (Uberschufl einer Ionenart) eine elektrische Ladung
der betreffenden Stelle des Elektrolyten bewirkt und umgekehrt,
bis zu einem gewissen Grade durch mein Gleichungssystem
bestatigt wird, und zwar genau fiir folgenden extremen Fall.

Wenn der Dissoziationsgrad eines Elektrolyten ein un-
gemein hoher ist, d. h. wenn die Konstante K;; der Grund-
gleichungen (VIif) und (VIji) nahezu gleich Null ist [vgl. (149)]
dann mufl auch die Determinante der Koeffizienten S Sjis
i ¢ verschwinden, sonst wire ein Ruhezustand unmdglich.
Es folgt sonach fir den Ruhezustand eines Elektrolyten aus
(VIi):

Cijpff +Sipji — i div u,;p e = O, (171)

Das stdchiometrische Gleichgewicht im homogenen, unge-
ladenen Elektrolyten wird bestimmt durch

Cypi+Sppi = 0.

Gleichung (171) spricht also aus, daf Ladungen im Innern
der elektrolytischen L&sung mit Stérungen des stdchiometri-
schen Gleichgewichtes zusammenhiéngen. In normalen Elektro-
lyten wird aber durch Ladungen nicht blo8 das stOchiometrische,
sondern auch das Reaktionsgleichgewicht (der Dissoziations-
grad) verindert, o

Ferner mége daran erinnert werden, dafl magnetische
Ladungen nach (VI4j) die gleichen Wirkungen auf das stdchio-
metrische und Reaktionsgleichgewicht hitten, ja wegen der
sr0f3e der betreffenden Materialkonstanten noch weit stirkere
Wirkungen, welche nur deshalb nicht zur Beobachtung
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gelangen, weil magnetische Ladungen statisch nicht bestehen
konnen (vgl. Kapitel XIX).

XXXIX. Elektrolytische Diffusion.

Kehren wir schlieflich zu der Gleichung (154) zuriick,
welche die gesamten Wanderungen der chemischen Kom-
ponenten einer elektrolytischen L&sung bestimmt:

SP; . .
'Bt +div(# py +njipj)e = div (Rl ey +8iVpp).  (172)

Nach (158} ist
Wi i 4 Wy Pji == Ripij(wi—vj),

also nach (170), beziehungsweise (169):
— v))? 1"—v
(1t iy +1jipji)e = YR8y ————— " Vpij vy P

Ferner tst nach (163):
B~ py+ BV pii = vRig (1) V pij.
Die Grundgleichung (172) nimmt also die Gestalt an:

eP; . 1y —v;)° 2w, — U;
—~ +vR;dive, ) +ve, — - rotm =
ot 1, + vy u;+v;

= yR; div g, (1t; + 1)V pij

oder nach einer einfachen Umformung

sP; " —v; i 145
— ! porers ¢; div 5. (173
57 +v¢, P——r rot mt 4y R; div g, Prp—— Vi ( )

Die linke Seite dieser Gleichung stellt die Hittorf'sche
Uberfuhrung der Ionen (Elektrolyse und Kon zentrationsianderung
in den Elektrodenrdumen) zufolge des elektrischen Stromes
¢, rot tt dar, die rechte Seite stellt das Diffusionsgesetz dar. Die
Diffusionskonstante hat hiernach, abgesehen von dem Faktor g,
genau den aus der Nernst'schen Theorie folgenden Wert, liber-
haupt bilden die letzten zwei Kapitel nichts anderes als die
exakte Formulierung des wesentlichen Inhaltes der Nernst-
schen Theorie.
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Sechster Teil.

XL. Wirmeleitung in elektrisch nichtleitenden Medien.

Wir gehen nun zur Berechnung der durch die Grund-
gleichung (III) beschriebenen Wirmevorgiinge iiber, und zwar
betrachten wir zunichst den Zusammenhang des Temperatur-
feldes mit dem dielektrischen Felde. Sehen wir von allen lbrigen
Ursachen, welche Wirmeproduktion bewirken oder das dielek-
trische Feld beeinflussen, vorldufig ab, so nehmen die Grund-
gleichungen (IIT), (IVa) und (IVd) die einfache Form an:

a9 o | e

c. 2t _Z(gis,..e,‘.km,,,.w) = &-VxZ(k,s,+h;p.,), (174)
CaBet Sl — — 1,V (175)
Criln—$,5 = — M, Vx 9. (176)

Hierin ist & die thermische Dyade, deren Skalar die abso-
lute Temperatur T ist. Die dyadische rdumliche Derivation auf
der rechten Seite der Wirmegleichung bewirkt, daf & im all-
gemeinen nicht isotrop ist, jedoch ist diese Anisotropie so
gering, daB sie aus den vorliegenden, noch sehr ungenauen
Wirmemessungen nicht erkannt werden kénnte. Wihrend die
Unterscheidung zwischen der elastischen Dyade ¥ und deren
Skalar P (der Dichte) fiir meine Theorie sehr wichtig ist, hat
die Unterscheidung zwischen der thermischen Dyade ¢ und
deren Skalar T (der Temperatur) keinerlej aktuellen Wert,
Wenn im folgenden dieser Unterschied dennoch aufrecht
erhalten wird, so hat dies folgende Griinde:

1. Die Variable & dlirfte ohne Zweifel tatsichlich dyadisch
sein, wenn unsere Beobachtungsmittel auch nicht fein genug
sind, dies direkt konstatieren zu konnen, denn ihre Verinde-
rungen werden durch die Gleichung (IlI) bestimmt, welche den
Ubrigen dyadischen Gleichungen des Systems analog ist. Zwar
wirde es hinreichen, nur den skalaren Teij] der Gleichung (1)
gelten zu lassen, wonach man dann die skalare Temperatur T
durch eine Grundgleichung bestimmt hitte, aber diese skalare
Gleichung hat eine komplizierte und nur dadurch verstindliche
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Form, daB sie eben der skalare Teil einer einfachen dyadischen
Gleichung ist.

2. Es ist keine nennenswerte Vereinfachung der Rechnung
dadurch zu erzielen, da man die thermische Dyade als Skalar
behandelt, da in den thermodynamischen Beziehungen ohnehin
die elastische Dyade U statt der Dichte P auftritt.

Nach (17) ist
e/
€= 35
worin U die innere Energie pro Volumseinheit ist. C hat also die
Bedeutung der spezifischen Wirme pro Volumseinheit bei kon-
stanter Deformation. Multiplizieren wir (175) mit &+ und (176)
mit fi, und addieren, so ergibt sich:

BBy o P == — (Bt I ) sV x B '

Setzt man dies in (174) ein, wobel wir die Indizen ¢ und x
als gleichbedeutend ansehen kinnen, da chemische Real\noncn
ausgeschlossen wurden, so ergibt sich

C- = = Z( (FaZu ML)« VX & Vx (I B+ T ).

Nehmen wir hiervon den Skalar, so erhalten wir

aT . ., o, -
C—p = —dwaxZ(h,s,nuh,p.,), (17;?

wobei die auf p. 405 angegebene Rechenregel beniitzt wurde.
Aus (175) und (176), oder aus der sechsten Zeile der
Tabelle (63) ergibt sich:

BoEaATh = — MV XD,

worin ’ |
N = d;gﬁ:—:;zﬂ . am
Die Gleichung (177) nimmt hierdurch die Gestalt an:
C—d~T— = div A X Vxd = »;— div AV X ($X D), (179)
worin

A= b

: T e e e
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Hierbei haben wir die Rechenregel angewendet:
PR (Vx 9) = %v-(am). (180)

Da nun & eine nahezu isotrope Dyade ist, so ist

VXY = T2 IXI =2 721
also
Ve@¥¥») =47TYVT

und man erhilt schlieBlich

c%f_ — 2 divAT VT, (181)

Dies ist die Fourier'sche Wirmeleitungsgleichung.
Hiernach soll der Wirmeleitungskoeffizient 2 AT, falls- A
nur wenig von der Temperatur abhiingt, der absoluten Tem-
peratur T proportional sein. Es trifft dies fiir Gase tatsichlich
mit Anndherung zu, da der Temperaturkoeffizient der Wirme-
leitungsfithigkeit der Gase zwischen 0-002 und 0-0045 liegt,
wihrend er 0-0034 sein miifite, wenn genaue Proportionalitiit
mit der absoluten Temperatr vorhanden whre.

Das gleiche gilt auch fiir die Temperaturabhingigkeit des
Zéhigkeitsmoduls der Gase, welcher der Wairmeleitungs-
fadhigkeit derselben proportional ist. Auch diese Beziehung,
welche auf Grund der dynamischen Gastheorie aufgefunden
wurde, folgt sehr einfach aus meinem Gleichungssystem.
Sowohl die Zdhigkeit als die Wirmeleitung kommen wesentlich
durch die Mitwirkung des dielektrischen Feldes zustande,
deshalb sind die Werte (66) des Zahigkeitsmoduls und (178)
der Wirmeleitungsfihigkeit ganz analog aus den Material-
konstanten der dielektrischen Gleichungen zusammen-
gesetzt, so dafl die Proportionalitit der Wirmeleitungsfahigkeit

und des Zihigkeitsmoduls durch die einfache Proportional-
beziehung

h_____mo
B =

der analogen Konstanten dieser Gleichungen erklirt wird.
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Die weit groBere Wiarmeleitungsfihigkeit der Metalle hat
ginzlich andere Ursachen und soll erst weiter unten Kapitel
XLIII berechnet werden.

XLI. Ettingshausen-Nernst'scher Effekt.

Als wir in Kapitel XXVII den Halleffekt berechneten,
haben wir auf die Abhingigkeit der dielektrischen Variablen
von der Inhomogenitit des Temperaturfeldes noch keine
Riicksicht genommen, was wir jetzt nachholen.

Nach der sechsten Zeile der Tabelle (63) und nach (34) ist

= plE+g"L = kVx¥ = k(IxVT),
worin
(s?4¢o)k = p”(sh’——p’h)~—q”(sh+;:h’).

Die elektrische Grundgleichung (Ila) nimmt, wenn wir nur
diesen Effekt beriicksichtigen, die Form an:

Tort+7" m =y, e+2VTxm=c,rotm (182)

Wenn sonach in einem Medium, dessen Materialkon-
stanten p” und ¢" hinreichend grofien Wert haben, welches
also auch den Halleffekt deutlich zeigt, ein magnetisches
Feld m und ein hierzu senkrechtes Temperaturgefélle VT vor-
handen ist, so stellt sich in der Binormale VT xm eine elektro-
motorische Kraft von der GriGe

k
e= ——VTxm
To
ein, welche die Ursache des von Ettingshausen und Nernst
beobachteten Transversalstromes ist.

XLII. Thermoelektromotorische Wirkungen.

Wesentlich neu und von ganz besonderer Einfachheit ist
die Theorie der Wirmeerscheinungen in elektrisch
leitenden Medien, welche sich aus meinem Gleichungs-
system ergibt. Diese simtlichen Erscheinungen, und zwar:
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1. die thermoelektromotorischen Wirkungen,
2. den Peltiereffekt und Thomsoneffekt,

3. die Joule’sche Stromwirme und

4. die Wirmeleitung in Metallen

werden durch folgende einfache Formen der elektrischen Grund-
gleichung ([Ia) und der Wirmegleichung (IT) dargestellt:

.{0£+f-{('17T =3 c,rotm, .- - - (183)
aT . 2 - . S
| C—- +Tdivfy, Y =0, (134)
worin |
Jf=a+al. (185)

Hierin ist a eine grofle und « eine sehr kleine, von der
Temperatur nahezu unabhingige Konstante, so daB (185) nur
aussagt, daBl sich die Materialkonstante flinear und \erhaltms-

méigig sehr wenig mit der Temperatur dndert.

Wir haben in Kapitel XL noch angenommen, da$ in un-
gleichférmig temperierten Medien Kein elektrisches Feld vor-
handen ist, es gilt dies aber nur fir elektrisch nichtleitende
Medien. In guten Leitern ist nach (183) auch im stromlosen
Zustande (fiir rot mt = 0) eine elektrische Feldstirke .

=-fvT . (180)
vorhanden, womit die Ursache der thermoelektrischen
Potentialdifferenzen angegeben ist. Der Sitz derselben ist
hiernach nicht in den L&tstellen, sondern in den ganzen
Temperaturgefillen in den beiden verschiedenen, anein-
anderstoflenden Leitern zu suchen.

Betrachten wir einen aus zwei verschiedenen Metallen: 1
und 2 gebiideten Kreis u, dessen zwei Lotstellen die Tem-

peraturen T und 7, haben mdgen. Die gesamte thermoelektro-
motorische _I\’raft E in diesem Kreise ist nach (186):

E={du.¢ = fldT—r— j;dT

"

worin nach (185):

flzal:-i—leT und _,’2:(12+12T..-'
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Hicraus folgt
X . 1 ) ” o
E = (ag- a))(T— 1'0)+-§(f12 —a )(T*  T3) (187)

oder

E=(a,—a ) T—T,) (1 + ;— %‘:—:—Z*l— (T+ To)). (188)

Diese quadratische Abhingigkeit der thermoclektrischen
Potentialdifferenzen von der Temperaturdifferenz der Lotstellen
wurde von Avenarius konstaticrt.

Aus der Grundgleichung (183) folgt ferner

2
1,62 = —:?’—(rotm)‘z-Zcu FITrot m4v, £2(TT) (189)
0

und ,
div fy ¢ = ¢,V ferot m—-div 1o SV (190)

Setzen wir dies in die Grundgleichung (184) ein, so ergibt
sich fiir die gesamte Fluxion der Wirmemenge der Volums-
einheit folgendes Gesetz:

dT , .,
CTit— = —Tdivfy,e+7,6* =
=divy, fRTVT+ Lo (rot )2 —c, TV forotm—2¢, [V Terot m.
To ...(191)

Diese Gleichung stellt simtliche Wirmeeffekte in guten
Leitern dar, wie in den folgenden Kapiteln gezeigt werden soll.

XLIII. Wirmeleitung in Metallen,

Beriicksichtigen wir zundchst nur das erste Glied der
rechten Seite von (191), so ergibt sich

ci;_ — div i TV (192)
[

Dies ist die Fouriersche Wiarmeleitungsgleichung
fiir gute Elektrizititsleiter. Der Wirmeleitungskoeffizient A der
Metalle hat hiernach den Wert '

, A=/ 2T. o (193)

e R e 2 i
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Diese Gleichung spricht das Wiedemann-Franz'sche
Gesetz aus, nach welchem das Verhiltnis der Wirmeleitfihig-
keit A zu der elektrischen Leitfdhigkeit y, fiir eine groSere
Gruppe von Metallen konstant sein soll. Es ist dies nach (193)
jene Gruppe von Metallen, fiir welche die Materialkonstante f
annahernd gleichen Wert hat. Zwar ergibt die Kombination der
meisten dieser Metalle merkliche thermoelektromotorische
Krafte, woraus man nach (188) ersieht, da8 doch merkliche
Differenzen der Werte von f fiir diese verschiedenen Metalle
vorhanden sind, es miissen also diese Differenzen gegen die
absoluten Werte dieser Konstanten klein sein.

Ferner soll nach (193) das Verhiltnis der Wirmeleitfahig-
keit und der elektrischen Leitfihigkeit der absoluten Tem-
peratur T anndhérnd proportional sein, was den Beobachtungen
gut entspricht. Die geringe Abweichung hiervon erklirt sich
dadurch, da8 fin geringem MaBe von der Temperatur abhingt.

Es gibt also zwei Arten der Wiirmeleitung von gidnzlich
verschiedenen Ursachen. Die elektrischen Nichtleiter haben
nur die in Kapitel XL berechnete Wirmeleitfihigkeit zufolge
der Inhomogenitiat des dielektrischen Feldes, die Elektrizitits-
leiter haben hingegen ihre grofie Wirmeleitfihigkeit der In-
homogenitdt des elektrischen Feldes zu danken, welche
inhomogene Felder eine Folge der Inhomogenitidt des Tem-

- peraturfeldes sind. Es steht aber nichts im Wege, den Metallen
-und besonders den Elektrolyten liberdies noch eine geringe

dielektrische Wirmeleitfahigkeit zuzuschreiben.

XLIV. Joule’sche Stromwirme.

Das zweite Glied der rechten Seite der Gleichung (191)

T 1 .

stellt das Joule’sche Gesetz der Wiérmeproduktion durch den
elektrischen Strom dar. Gleichung (194) gibt die Wirmemenge
an, welche pro Volumseinheit des durchstrémten Leiters
entwickelt wird. Diese ist dem Quadrate der Stromdichte ¢, rot m
gerade und der Leitfihigkeit To verkehrt proportional.
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XLV. Peltiereffekt,

Die beiden letzten Glieder der Gleichung (191) sind der
ersten Potenz der Stromdichte proportional und stellen den
Peltiereffekt und den Thomsoneffekt dar. Sie haben den
Wert

—(TVf4+2fVT)ecyrotm =
= —(TVa+T*Va+3aTVIT+2a¥VT)-c,rotm, (195)

wobei (183) beriicksichtigt wurde. Betrachten wir zunédchst nur
die zwei ersten Glieder von (195), so ergibt sich

C%f; = —(TVa+T*Va).c, rot m. (196)

Diese Gleichung stellt den Peltiereffekt dar. Sie bestimmt
eine Wiarmeproduktion, welche dem skalaren Produkte der
Stromdichte ¢, rotmt und der Gradienten Va und Va der
Materialkonstanten proportional ist, welche Gradienten nur in
den Lotstellen grofie Werte annehmen. Der Peltiereffekt besteht
hiernach aus zwei Teilen, von welchen der eine der ersten
Potenz, der andere dem Quadrate der absoluten Temperatur
proportional ist, wie dies den Beobachtungen entspricht.

Nach (196) hat die Peltier'sche Wirmeproduktion II in der
Lotstelle der Metalle | und 2 pro Stromeinheit, Querschnitts-
einheit und Zeiteinheit den Wert

= (a,—a,)T+(2g—a,)T* (197)

XLVI1. Thomsoneffekt.

Beriicksichtigen wir hingegen nur die zwei letzten Glieder
von (195), so ergibt sich:

C—‘;TT = —(2a+3al)VT-c, rotm. (198)

Diese Gleichung stelit den Thomsoneffekt dar, sie be-
stimmt eine Wirmeproduktion, welche dem skalaren Produkte
der Stromdichte ¢, rot m und des Gradienten V T der Temperatur
proportional ist. Hiernach hat der Thomsoneffekt in einem
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Stromstiick, in welchem die Temperatur in der Stromrichtung
um 1° C. steigt, pro Stromeinheit, Querschnittseinheit und
Sekunde den Wert '

g = —2a—3aT. (199)

Der Thomsoneffekt kann hiernach nicht allgemein der
absoluten Temperatur 7 proportional sein, sondern hingt
linear von derselben ab. Es hangt dies damit zusammen, daB
der Sitz der thermoelektromotorischen Krifte nach meiner
Theorie in den Temperaturgefillen der homogenen Leiter liegt,
dort mufl also auch die entsprechende Wirmeproduktion auf-
treten. Wiirde das konstante Glied a,, beziehungsweise a, des
Thomsoneffektes (199) fur beide Metalle der thermoelektrischen
Kombination gleich Null sein, so hitte die thermoelektrische
Potentialdifferenz derselben nach (187) kein von der ersten
Potenz der Temperaturdifferenz der Létstellen abhidngendes
Glied.

Wir wollen schiiellich die Energie- und Entropieverwand-
lungen bei thermoelektrischen Vorgidngen betrachten. Aus den
Grundgleichungen (183) und (184) oder aus der Tabelle in
Kapitel V, p. 408, ersieht man, daB hierbei ein neuer thermo-
elektrischer EnergiefluBl

8 =% fy,Te (200)

eine wesentliche Rolle spielt.

Um die gesamte Peltier'sche und Thomson’sche Wiarme-
produktion in einem Ringe n zu berechnen, welcher aus
mehreren verschiedenen Metallen gebildet ist und in welchem
auch die Temperatur beliebig verteilt ist, geben wir dem Aus-

druck (193), welcher diese Wirmeproduktion pro Volums- und
Zeiteinheit bestimmt, die Form

C%— = —(NVNUT)+fVT).c, rot m. (201)

Das erste Glied enthilt den Gradienten V(fT) und tragt
deshalb nichts zu dem Integrale iiber den geschlossenen Ringn
ei. Die gesamte Wirmeproduktion in diesem Ringe mit Aus-




Geschlossenes Gleichungssystem. 495

schiuf der Jouie’schen Wirme ist also pro Stromeinheit ﬁnd
Sekunde

Q= —[du-fVT

u

Da nach (186) die thermoelektrische Feldstirke ¢ im strom-
losen Zustande den Wert

! = —fVT
hat, so ergibt sich

Q= +[|du-¢ =E (202)

u

Die Summe der Peltier'schen und Thomson’schen Wiirme-
produktion im Stromkreis ist gleich der gesamten thermo-
elektromotorischen Kraft E, was auch direkt aus dem Energie-
prinzip gefolgert werden kann.

Die Anderung der Entropie S pro Volumseinheit erhilt
man in diesen Fillen hichst einfach, indem man (184) durch 7
dividiert, da Cd T die Anderung der ganzen inneren Energie U
eines Metalles ist und Arbeit nicht geleistet wird. Es ergibt sich
also:

ds _ C ar Yo

= = = —di — e& 203
7 T I div fy.e+ 7 ° (203)

Die Entropie S steigt hiernach im allgemeinen, da das
nichtumkehrbare Glied :;,i,e? wesentlich positiv ist. Jedoch darf

man dieses quadratische Glied vernachldssigen, wenn man
durch Einschaltung von Widerstinden dafiir gesorgt hat, daf}
die Stromdichte ¢, rotm hinreichend klein ist, und wenn bei
gegebener Temperaturdifferenz der Latstellen durch Verlinge-
rung des Thermoelements dafiir gesorgt ist, dafl das Tem-
peraturgefille VT hinreichend klein ist. Dadurch erhilt nach
Gleichung (189) das nichtumkehrbare Glied 7,¢* Werte, von
welchen man abstrahieren kann. Es bleibt dann nach (203} die
Entropie erhalten in einem Raumgebiet, durch dessen Oher-
fliiche der EntropiefluB

& == fr,¢ (204)

Sitzb. 4. mathem.-paturw. K1.; CXX.Bd., Abt. 1la. 32
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im ganzen weder ein- noch ausstrimt, also bleibt die Entropie
in dem ganzen thermoelektrischen Kreis erhalten. Hieraus folgt

" nun bekanntlich, da8 die Beziehung

oF
= T 05
M=T 5T | (205)
gelten muB.! Tatsdchlich folgt aus (187), wenn die Tem-
peratur T, der einen Lotstelle konstant und die Temperatur T

der zweiten Lotstelle variabel ist:

oE
o = (@, —a)+(u—2)T. (206)
Hieraus und aus (197) folgt tatsdchlich die Beziehung (203).

XLVII. Wﬁrmeproduktibn in zdhen Fliissigkeiten.

Betrachten wir nun die nichtumkehrbaren Verwandlungs-
glieder der Wirmegleichung (IlI), welche die Quadrate der
stofflichen Variablen enthalten und den Dampfungsgliedern der
stofflichen Gleichungen Kkomplementir sind. Dieselben be-
stimmen die nichtumkehrbare Wirmeproduktion

Crm =¢8ie+gfip+y7:7+9E: L (207)

Diese Gleichung stellt insbesondere die Wirmeproduktion
bei der Absorption elektrischer Strahlen (siehe Kapitel
XXXIV und diese Sitzungsber., Bd. CXVI], p. 467 und 505) und
die Wirmeproduktion in rasch deformierten, zidhen
Medien dar, erklirt aber auch die Wirmeproduktion bei allen
anderen Vorgingen, bei welchen die stofflichen Variablen eine
wesentliche Rolle spielen, z. B, die Wirmeproduktion bei der
Magnetisierung. Hierfiir braucht sogar kein besonderer Beweis
geflihrt zu werden, da nachgewiesen wurde, dafl das geschlos-
sene Gleichungssystem das Energieprinzip exakt erfiillt. Wenn
also die Gleichungen irgendeinen Vorgang in seinem ganzen
ibrigen Verlaufe richtig darstellen, so muB auch die richtige
Wirmeproduktion aus ihnen folgen, vorausgesetzt, daB der

1 Vgl. Szarvassi, Ann. d, Phys. (1905), 8d. 17, p. 256.
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Raum, in welchem sich der betrachtete Vorgang abspielt,
energetisch abgeschlossen ist, d. h. daf kein Energieflul
durch die Grenzfliche dieses Raumes tritt.

Da z. B. aus meinem Gleichungssystem nach Kapitel XXV
die Magnetisierungskurve und nach Kapitel XXVI der remanente
Magnetismus folgt, so ist einerseits die Form der Hysteresis-
schleife, andrerseits die Wiarmeproduktion bei der zyklischen
Magnetisierung berechenbar und diese mufl sich sehr nahe
gleich dem von Warburg berechneten Wert ergeben, denn der
Warburg’schen Berechnung der Hysteresiswirme liegt nur das
Faraday'sche Induktionsgesetz und das Energieprinzip zu-
grunde, welche Gesetze auch aus meinem Gleichungssyteme
folgen.

Hierdurch erledigt sich auch ein Bedenken, ob die Glei-
chung (207) nicht etwa im statischen Feld eine Warme-
produktion bestimmt, die den Beobachtungen nicht entsprechen
wiirde. Auch hierbei braucht man blo8 darauf zu achten, ob
an der Oberfliche des betrachteten Teiles des statischen Feldes
nicht etwa Energiefliisse eintreten. Aus Verwandlungs-
gliedern, wie sie Gleichung (207) enthalt, kann also niemals
eine unrichtige Wirmeproduktion folgen, denn die Verwand-
lungsglieder und die ihnen komplementaren Dampfungsglieder
der stofflichen Gleichungen sowie Leitungsglieder der elektro-
magnetischen Gleichungen bestimmen keinen EnergiefluB.

Betrachten wir z. B. die Warmeproduktion in rasch defor:
mierten, zihen Fliissigkeiten. Die Abhingigkeit der stofflichen
Variablen & & ¥& von der Deformationsgeschwindigkeit des
Mediums ist durch die erste Zeile der Tabelle (63) angegeben
und durch Einsetzen dieser Werte in (207) ergibt sich

R pHyT Ty B E= K (V0] [Viv], (208)

[L]]

W

¢
worin
(V3] = —;—(V:’H-” 1V)
und

¢ 24 ¢l int yiil2+yu®
st+¢¢ 2E+yy

A
K, =

32+
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Es wurde bei dieser Rechnung der Einfachheit wegen
vorausgesetzt, dafl die Flissigkeit inkompressibel ist. Glei-
chung (208) stellt tatsdchlich das richtige Gesetz der Reibungs-
wirme dar, wenn K, der Zihigkeitsmodul der Fliissigkeit ist. Es
trifft dies jedoch nur dann zu, wenn Kein Unterschied zwischen
den Materialkonstanten # i7 etc. der stofflichen Gleichungen
und den Konstanten 2 22 etc. in der Gleichung (29) fiir die
Spannungsdyade & besteht. Ist ein solcher Unterschied vor-
handen, so hingt 8” nach (30) von den stofflichen Variablen,
also von der Deformationsgeschwindigkeit ab, woraus sich
ergibt:

—8": Vv = (K,—K)[V:p]:[Vs0], (209)

worin K, der Zihigkeitsmodul [siehe Gleichung (66)] ist.
Da (209) ebenfalls ein Glied der Wiarmegleichung ist, so ergiinzen
sich die Werte (208) und (209) zu dem richtigen Werte der
Wirmeproduktion in zdhen Medien. Wir werden weiter unten
sehen, dafi zwar der Zihigkeitsmodul eine beliebige Funktion
der Temperatur sein kann, daB aber (K,—K,) ein Teil des
Zihigkeitsmoduls K ist, welcher der Temperatur proportional
sein muf.

Fir das Verstindnis des Gleichungssystems ist es ferner
notwendig, dafl man sich die Zwischenreaktionen Kklar
macht, welche sich bei diesen Wirmeproduktionen einschieben.

Die durch (209) bestimmte Wirmeproduktion findet direkt,
ohne Zwischenreaktion, aber durch Vermittlung des dynami-
schen Energieflusses ©”.p statt. Man kann sie also eine direkte
Verwandlung von Arbeit in Wirme nennen.

Die Gleichung (208) setzt hingegen ebenso wie die ganze
Tabelle (63) voraus, dafl die stofflichen Variablen sich nicht
rasch dndern, sondern in stationdren Werten verharren. Ist
anfanglich eine Deformationsgeschwindigkeit gegeben, sind
aber die Anfangswerte der stofflichen Variablen gleich Null, so
wird zunédchst nach den stofflichen Grundgleichungen eine sehr
rasche Anderung dieser Variablen eintreten, bis die durch
Tabelle (63) bestimmten Werte erreicht sind. Wihrend dieser
Zeit findet Produktion von stofflicher Energie statt und ver-
wandelt sich also die zur Uberwindung der durch den Modut &,
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bestimmten Zihigkeitsspannungen notige Arbeit direkt in
stoffliche Energie und erst liber diese Zwischenreaktion in
Wirme.

Ein Teil der quadratischen stofflichen Verwandiungsglieder,
namlich jene, welche aus den stofflichen Gleichungen teilweise
dissoziierter Verbindungen stammen, stehen nicht in der Wiarme-
gleichung (III), sondern in den chemischen Gleichungen (VIi).
Die gegen diese (durch die stofflichen Variablen %y Ry Ty &
dieser Verbindungen bestimmten) Zidhigkeitskrifte geleistete
Arbeit verwandelt sich also erst (iber zwei Zwischenreaktionen
in Wirme, sie verwandelt sich ndmlich zunéchst in stoffliche
Energie. Andert sich diese nicht weiter, so verwandelt sich die
Arbeit nach (VI#) in chemische Energie, es wird der Dissozia-
tionsgrad erhdht und im stationidren Fall ein gedndertes Reak-
tionsgleichgewicht erreicht. Durch bloie Reibung (ohne Wirme-
wirkung) kénnen also bei sehr labilen Verbindungen (z. B. Jod-
stickstoff) Reaktionen ausgeldost werden. Erst wenn das
chemische Gleichgewicht wieder erreicht ist, also weder stoff-
liche noch chemische Energie produziert wird, verwandelt sich
die ganze Reibungsarbeit in Warme.

XLVIII. Chemische Warmeproduktion.

Wir wollen nun die vollstindige Wirmegleichung adia-
batischer Vorginge ableiten. Wir brauchen zu diesem Ende
nur die stofflichen Variablen in der Grundgleichung (III) gleich
Null zu setzen und anzunehmen, dafl kein elektromagnetisches
Feld vorhanden ist. Da die dielektrischen Variablen nach Ka-
pitel XL die Wirmeleitung der Isolatoren und das thermo-
elektrische Feld die Warmeleitung der Metalle und Elektrolyten
wesentlich bestimmt, so haben wir damit jede Wirmeableitung
ausgeschlossen und da auch alle Strahlungen wesentlich elektro-
. magnetische und stoffliche Anderungen voraussetzen, so haben
wir mit obiger Annahme auch jeden Energieverlust durch
Strahlung ausgeschlossen.

Hierdurch nimmt die Warmegleichung (IlI) die Form an:

¥ _
C—p +0"-Viv— Z;@w&y)w =0  (210)

Coe E R . Dot
E N N
L WALl LI LI T SR W Y .
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Hierin sind zunidchst zu beachten die linearen (umkehr-
baren) Verwandlungsglieder, welche den chemischen Variablen
* ¢;; proportional sind und welche, wie wir jetzt zcigen wollen,
die Wiarmeproduktion bei chemischen Verbindungs-, beziehungs-
weise Zersetzungsprozessen sowie bei der Dimerisierung, be-
ziehungsweise Kondensation bestimmen. Dic komplementiren
Verwandlungsglieder finden sich sdmtlich in den chemischen
Gleichungen (VIij).

Addieren wir diese simtlichen Gleichungen (V14j) zu (210),
so erhalten wir:

di ;
C. —dt— +G”-v; ﬂ+Z Qi ¥ v,ll-l" ‘ZJZ PijeVij e v’n+

+Z3°“ ddlfi +ZZ%"%Q——ZK¢,-¢,:O. (211)
! i S

Wir milssen nun die ausfiihrlichen Werte der Faktoren C,

8”7 ¢, und g; einsetzen. Zunichst ist nach (17), (24), (21) und
nach (22), (23):

C:ZWHC;‘-}-ZZ‘PU:CU- (212)
i i

Dies gilt jedoch nur unter den zu Anfang dieses Kapitels
gemachten Voraussetzungen sowie unter der als allgemein
gultig angenommenen Bedingung:

o -0 ony;

=5 = =0, (213)

wonach die Materialkonstanten v, welche die Elastizititstetrade
mitbestimmen, nicht von der Temperatur abhingen.
Ferner ist unter gleichen Voraussetzungen nach (30):

0" = (Z Wi R+ D (p,-,-:R,-,-).&. (219) -
f [
Endlich folgt ebenso aus (18), (24), (21), (22) und (23):
Fi = i+t ¥4y W, (215)

LAl TRt TER o PR S (216)
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Da die chemischen Variablen ¥; und ¢; mit Annaherung
ihren isotropen Anteilen, den Dichten P; und p;; gleich sind, so
ist nach (18) g; die innere Energie des freien Anteiles der Kom-
ponente ¢ pro Masseneinheit und g;; die innere Energie des an
die Komponente j gebundenen Anteiles der Komponente ¢ pro
Masseneinheit. Es ist also (p;—%;) die bei der chemischen
Bindung der Masseneinheit von ¢ und j freiwerdende innere
Energie. Setzt man voraus, daB8 die spezifischen Wirmen ¢;
und ¢y nicht merklich von der Temperatur abhiingen, so folgt
aus (215), (216) unmittelbar die in skalarer Form bekannte Be-
ziehung: '

9
29 s (3i—Pij) = Ci—cyj. (217)
Im isotropen Medium ist also:

C=DaPi+ 2 D cipi (218)
1) $ J .

8" = RpT, (219)
worin
Rp= ZRil’ﬁ”Z; Ryjpy;
3 ]
wier; = P+ Pici T+m: 1%, (220)
i ¥ = pyj i +pij €y TN 0 (221)
Setzen wir dies in (211) ein, so ergibt sich, weil
3 ar ac i
- = T div »,
t(CT)—Cdt +T T +CT div

schliefilich
3 :
%T(CT)+RpTdiv v+vp? divoe+

2’3dt o +ZX' Bt ZZ Kii at ZKP , (222)

worin

5
ot

U—}-p;i div ll, (223)

d , 3 _d
P = T P;+P;divy, = P
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I

:' =y -

it 2 . 2 . 2 )

M PP = Z‘pri + .Z ZJ fiii i - 224
:l [ H 7

H Da nun

LR AN ,5; Py (225)

die gesamte chemische Energie darstellt, also - i die
chemische Energie bedeutet, welche bei der Bindung der
Massencinheit der Komponente 4 an die Komponente 7 frei wird,
so ergibt sich schliefllich aus (222):

5 3 . 14, :
( o (CD+ 5 B+ (RpT40p9) div ot oy p?— Y K2 =0
| : .. .(226)

Die ersten zwei Glieder dieser Gleichung stellen das Gesetz

; der Warmeproduktion bei chemischen Prozessen dar,,
vorausgesetzt, dal eine Transmutation der chemischen Ele-
mente ausgeschlossen ist, sich also die chemischen Potentiale b4
der verschiedenen Stoffe wie unverinderliche Materialkon-
stanten verhalten.

XLIX. Poisson’sches Gesetz. Thomson-Joule’sche Abkiihlung.

N

Die folgenden Glieder der Gleichung (226):

G 1 . 8 (1 A 1 d
-Sf (CT)+ (RPT+ 72'11?2) div v+ -aT (—2— Lf Pg) — ~”~{J2-- 1l ==

i g e ay e aw
H - i >
. . TN P

RS - & ’ L)

bestimmen die Wiarmeproduktion bei der adiabatischen Volums-
dnderung eines isotropen Mediums. Nun jst nach (60):

1 1 1,3
i P=PRpT+ —np2+ 8 20

PR
J oo .

e

worin P der Druck ist. Die Wirmekapazitit kann gleich c,.p

gesetzt werden, worin ¢, die spezifische Wirme bei konstantem
Volum ist. Es ergibt sich sonach:

N 3 & /1 :
:} :7 E—(c,,pT)-i-a—t(—z—'qp?) + P divyp—
i 1 oy [d
| 1 e fdg N .
I;;» | 5P %, (mdt “+p div n) =0 (228)
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Falls die Kontinuitdtsgleichung

o dp ,
2p= S 4pdive=0
T, p . at +pdivy
gilt, ist

& dT

BT (copT) = Cup P

s /1 1 25'q>a'p

B, (2 KL (W*P p/ dt’

-

) . dp 1( 2”113»‘ ﬁdp
Pdive = V—RT—d{—-—w—i T p-+p Bp) E

.Setzt man dies in (228) ein, so erhiilt man:

- dar ,rdp 990
] cop - —RT 5 =0 (229)
oder
aT d
cy-Tg:pri.

Dies ist das Poisson’sche Gesetz der adiabatischen
Erwarmung eines Gases. Dasselbe gilt fur nichtideale Gase,
welche die Zustandsgleichung (62) befolgen, ganz ebenso

wie fur ideale Gase. ‘ .
Die Gleichung (228) spricht aus, daf sich die Arbeit

—div (Pv) der an der Oberfliche wirkenden Spannungen —P
(der zuflieBende dynamische Energieflufi) sich in Bewegungs-

3 .
energie — ZP-p, in Wirmeenergie 55 (copT) und elastische

Energie ‘%— (»}5—1] pg) des Gases umsetzt. Nach (229) setzt sich

die ganze Arbeit der idealen Gasspannung
& = RuT

in Wirme um, wéhrend sich die Arbeit der elastischen Span-

nungen

i 1 s 1 on
(S ——2—1‘ 4 5 i ~8*P'

i

K
i
4
%

il
5
i

it
"
i
Yt

i
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in elastische Energie des Gases umsetzt. Ganz analoge Wir-
kungen treten ein bei der adiabatischen Deformation fester
elastischer Medien, welche wir hier nicht betrachten, da wir im
nédchsten Teile der Abhandlung die Entropie und die Entropie-
dnderungen elastischer Medien in grofiter Allgemeinheit be-
rechnen wollen.

Betrachten wir schlieBlich die stationdre adiabatische
Gasstromung, z. B. die Strémung durch den Thomson-Joule-
schen Drosselpfropf. Bei einer solchen sind samtliche lokale
Fluxionen gleich Null und deshalb jst

g
—gt*(c,,pT) = div (c,pTy),
¢ /1 1 3
| —7pnt = i —_ 12 .
Y (2 "’”) d“’(z e
Zufolge dessen nimmt (228) die Form an:

div ((c,,.p T+ %1}p2+ P) u) =v.VP. (230)

Unterscheiden wir die Zustinde des Gases vor und hinter
der Drosselstelle durch Indizen und vernachlassigen die rechts
stehende Anderung der Bewegungsenergie, so gilt also:

1 P 1 P,
¢, T, + —2—n1p1+—91l:ch2+—é-1]292+ _5:;.

Fiihren wir die spezifische Wirme bei konstantem Druck
Cp == C,+ R
ein und beriicksichtigen (62), so ergibt sich:

3
Cp(Tl“Ta):“(91—92)—*2—@(Pf—93)- o231

Es ist dies der richtige Wert der Thomson-Joule’schen Ab-
kiihlung fiir ein Gas, welches die Zustandsgleichung (62)
befolgt.

Daf alle diese Wirmeproduktionen richtig herauskommen,
war vorauszusehen, weil bei den betrachteten Vorgidngen nur
bekannte Energiefliisse mitspielen, Die Erklirung des ganz
unerwarteten letzten Gliedes von (226) soll nun folgen.
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L. Energetische Stabilitit des Sonnensystems.

Die Sonnenstrahlung entfithrt dem Sonnensystem jahrlich
4.10% Grammbkalorien, zufolge dessen verliert jedes Gramm der
Sonnenmasse jahrlich 2 Grammkalorien. Da die Solarkonstante,
obgleich hiufigen und mitunter petrichtlichen Schwankungen
unterworfen, doch ihren mittleren Wert seit vielen Millionen
Jahren bewahrt hat, wofilr z. B. die Auffindung von glazialen
Bildungen in kambrischen Schichten?! deutlich spricht, so hat
seither und vorher jedes Gramm der Sonnenmasse Milliarden
von Grammkalorien ausgestrahlt, ohne sich merklich zu
indern. Wenn angenommen wiirde, dal 1 g eines Stoffes
Milliarden von Grammkalorien an innerer Energie verlieren
kann, ohne sich nachweisbar zu andern, und wenn die Um-
kehrung dieser angeblichen Energieverwandlung nicht auf-
gewiesen werden kann, so kommt dies praktisch einem voll-
stindigen Aufgeben des Energieprinzips gleich. Deshalb gehort
auch die verhiltnismaBig noch viel bedeutendere spontane
Wirmeproduktion des Radiums zu demselben Kreise uner-
kidrter Erscheinungen.

Die Leuchtkraft der Sonne und der Fixsterne ist, von zu-
filligen und voriibergehenden Schwankungen, z. B. dem Auf-
leuchten einer Nova, abgesehen, so viel wir wissen, von soO
unbegrenzter Dauer als ihre Masse. Dies beruht auf direkter
Erfahrung und es gibt keinen Induktionsschlu8, welcher auf
breiterer Basis ruhen wiirde als dieser. Diesem gegeniiber sind
die Prophezeiungen einer endlichen Erkaltung der Sonne nicht
hinreichend begriindet. Die Ursache dieser unbegrenzt dauernden
Leuchtkraft muf in einem unbekannten Naturgesetze vermutet
werden. Der Verguch, eine so sichtlich eigenartige Erscheinung
auf bekannte Gesetze zuriickzufiihren, d. h. trivial zu erkldren, ist
nicht nur wertlos, sondern in heuristischer Beziehung schadlich.

Das geschlossene Gleichungssystem [ bis VII fihrt nun
_ mit Notwendigkeit und im Zusammenhange mit der Aufstellung
der Nahewirkungstheorie der Gravitation zu einer Auf-
klirung des Sonnenproblems von angemessener Neuheit u d
Exaktheit.

1 Vergl. z. B. Walther, Geschichte d. Erde, 1908, p. 199.

PR V) R
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Dieses Gleichungssystem erfiillt das Energieprinzip genau,
dochwerden neue Energien und neue Energiefliisse aufgewiesen.
Die Entdeckung neuer Energien kann hier nichts helfen, denn
je grofer man dieselben annimmt, desto bedenklicher ist diese
Annahme und auch die griBte innere Energie reicht nicht aus,
eine ewige Strahlung zu erkliren.

Hingegen kann die Entdeckung eines neuen Energieflusses
dieses Problem 18sen. Gibt es einen Energiefiufl, welcher auBer-
halb unseres Sonnensystems in dem umgebenden Weltdther
noch merklichen Wert hat und nicht solenoidal verteilt, sondern
gegen die Sonne gerichtet ist und welcher durch ein Nahe-
wirkungsgesetz bestimmt ist, also nicht von den Eigenschaften
der Sonne, sondern nur von dem Zustande des Weltithers ab-
hidngt, so kann sogleich nachgewiesen werden, dal damit die
energetische Stabilitit des Sonnensystems erklirt ist. Denn wie
grofl oder klein die Sonnentemperatur anfanglich sei, sie wird
sinken, beziehungsweise steigen, solange der elektromagne-
tische Energieflus ihrer Strahlung noch grofer, beziehungsweise
kleiner als dieser neue, gegen die Sonne gerichtete Energieflul
ist und es wird dabei die Sonnentemperatur einen stationiren
Endzustand erreichen, in welchem der abflieBende elektro-
magnetische Energieflul ihrer Strahlung dem ihr zuflieSenden
neuen Energieflu gerade gleich ist. Diese stationire Endtem-
peratur der Sonne ist also ausschlieilich durch den neuen
Energieflu bestimmt, also von dem Zustande des Weltithers in
grofer Entfernung, aber nicht von den Eigenschaften der Sonne
abhingig, auBer von ihrem Emissionsvermbgen, die stationire
Energiestrahlung der Sonne ist S0gar von den variablen Eigen-
schaften der Sonne ganz unabhingig. Enthiit die Sonne noch
leicht verwandelbare innere Energien, so kann es zu zufdlligen
Stdrungen dieses stationdren Gleichgewichtes der Energiefliisse
kommen, nach denselben wird sich dasselbe Gleichgewicht aber

hangig ist.

Uns hat nun zum Verstandnis kosmischer Vorginge bisher
das Verstindnis der Ursache der Gravitation gefehlt und tat-
séchlich folgt aus der im Kapitel XV mitgeteilten Nahewirkungs-
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theorie dieser Erscheinung das Vorhandensein eines neuen
Energieflusses, des Energieflussesder Gravitation, dessen
Divergenz nach der Tabelle auf p. 408 den Wert hat:

div e’ = div . (38 & FutaTu % ). (232)

Um die Verteilung dieses Energieflusses .zu berechnen,
gehen wir aus von der Grundgleichung (VII), welche im
statischen Falle und bei Abwesenheit eines elektromagnetischen
Feldes [vgl. (75)] die Form hat:

Kbyohy = —bue VxaTu— 7 Vx frhs. (VD)

Ferner beriicksichtigen wir, daf die metaelektrischen
Gleichungen (Va) und (V) sich in diesem Falle reduzieren auf

yx;l_'ﬂ"'zxax = aVx q)x: (V(l’)
S 2Te = BV VB

Aus diesen drei Gleichungen bilden wir dic Energie-
gleichung, indem wir sie der Reihe nach mit Iz, 2, beziehungs-
weise &: multiplizieren und addieren. Hierdurch ergibt sich:

D Kbyt byt Tk Bt §) = —div (233)

Die Absorptionskonstanten y und »' haben wir stets als
verschwindend klein angesehen, vielleicht haben dieselben nur
fiir das Radium betrichtliche Werte. Vernachldssigen wir die
mit ihnen behafteten Glieder und beriicksichtigen, daf} ¢, mit
sehr groBer Anniiherung der Dichte p, gleich ist, so ergibt sich:

> Kpt = —divé. : (231)

Hiermit ist die ganze Verteilung dieses Energieflusses
bekannt. Der formalen Ahnlichkeit der Gleichung (234) mit der
Poisson’schen Gravitationsgleichung wegen erkennt man so-
gleich, dafi dieser Energiefluf so verteilt ist, wie die Gravita-
txonsbeschleumgung einer gedachten Massenverteilung, deren
Dichte ¢’ tiberall zu den wirklich vorhandenen Dichten g. in
der Beziehung steht: -

KEAP SRR

£ - T e . L
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drkp = D Kp?, (233)

worin k die Gravitationskonstante ist.

Bestiinden also alle Weltkdrper aus gleichem Stoffe, so
wire dieser neue Energieflu8 im ganzen Weltraum ebenso ver-
teilt wie die resultierende Gravitationsbeschleunigung, d. h.er
hiitte iberall gleiche Richtung und auch proportionale Grofe.
Dann wére das {iber die Oberfliche eines Sternes erstreckte
Integral des Energieflusses 8 seiner Gravitation der Masse
des Sternes proportional und im stationiren Falle wire dann
auch die gesamte Energiestrahlung der Sterne einfach ihrer
Masse proportional, also auch unveriinderlich wie diese. Tat-
sdchlich hiingt dieselbe aber nach (234) doch betrichtlich von
dem Zustande des Sternes ab. Fiir einen kugelformigen Welt-
korper von der Masse M, welcher aus einer homogenen Mischung

von % Stoffen besteht, welche simtlich in gleicher Dichte —:—

vorhanden sind, worin 5 die gesamte Dichte des Weltkorpers
ist, folgt aus (234), daB die gesamte stationire Energiestrahlung
desselben den Wert '

v Eoar (236)
%

hat. Dieser Wert gibt das Minimum der Energiestrahlung des
Sternes an. Ist nimlich die Verteilung seines Stoffes ungleich-
formiger, indem einige oder gar einer der x Stoffe in der
Mischung vorwiegt, oder ist die Dichteverteilung inhomogen,
indem sie z. B. gegen den Mittelpunkt des Weltkdrpers hin
ansteigt, so wird die stationire Energiestrahlung desselben
nach (234) groger als (236) sein. :

Die Strahlung der Fixsterne wird im Weltraum (allerdings
erst in sehr groBer Entfernung) absorbiert, die Energie dieser
Strahlung wird aber durch den fast genau dem elektromagne-
tischen Energieflusse der Strahlung gleichen und entgegen-
gesetzt gerichteten EnergiefluB & der Gravitation fast genau
jenem Sterne wieder zugefiihrt, von welchem sie ausgegangen
ist, so dafl die energetische Stabilitét jedes einzelnen Fixsternes

mit Anndherung, jene des ganzen F ixsternsystems mit Genauig-
keit auf unbegrenzte Zeit gesichert erscheint,

'4-__
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Auch die Planeten empfangen hiernach aufler der Sonnen-
strahlung den durch (234) bestimmten Energiezuflu ibhrer
Gravitation und miissen diese gesamte Energiezufuhr durch
Strahlung dem Weltraume wiedergeben, wodurch ihre statio-
niare Temperatur bestimmt wird. Endlich empfiangt jeder irdische
Korper zufolge des Energieflusses seiner Gravitation fort-
withrend Energie, so daB die spontane Wairmeproduktion,
welche die Radiumpriparate zeigen, allen Stoffen, freilich meist
in ganz unmerklichem MaBe (ndmlich in der Grdéfienordnung
1 Erg pro Gramm und Sekunde) eigentiimlich sein muf. Das
letzte Glied der Warmegleichung (226) gibt tatsdchlich das |
richtige Gesetz dieser spontanen, nicht umkehrbaren Wirme- H |
produktion an. f

TR AR o B L e -l WS e R YRR

o ot

T |

Siebenter Teil.

L1 Aufstellung der Entropiegleichung fiir isotrope Medien.
Unter der Entropiegleichung wollen wir eine Gleichung iR

. 3 .
verstehen, welche die korperliche Fluxion =5 der Entropie

pro Volumseinheit S definiert. Die Aufstellung dieser Defini- .
tionsgleichung ist notwendig, weil in der Nahewirkungsform '
des Entropieprinzips, welche aus meinem Gleichungssystem zu
deduzieren ist, diese korperliche Fluxion der Entropie auftreten

muf. LTINS
Nach der Clausius'schen Definition der Entropie wiirde ' f 4
folgen: it
5 3 : i
— . ' 237 :
T3S = 5 U+Pdivy, (237) :

worin U/ die innere Energie pro Volumseinheit, P der Druck, e
v die Geschwindigkeit ist. Es ist ndmlich —P divw jener Teil '
der Arbeit des Druckes, welcher sich nicht in Bewegungs-
energie umsetzt, also stellt die rechte Seite von (237) die
durch den inneren Energiefluf eingestrémte innere Energie vor,
wobei wir unter dem inneren Energieflu den ganzen Energie-
fluB mit Ausschlu8 des dynamischen Energieflusses [siche
Gleichung (31)] verstehen. Die rechte Seite von (237) stelit im
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Anschlufl an die von Planck vertretene Auffassung den
exakten Wert der von Clausius als aufgenommene Warme-
menge bezeichneten Grofie dar.

Die Gleichung (237) ist zweifellos richtig, wenn man sie
{iber das ganze Volum eines stofflich geschlossenen Kérpers
integriert, als Nahewirkungsdefinition ist sie aber nicht aligemein
richtig, sie gilt nicht flr jedes einzelne Volumselement eines
Korpers, denn sie enthilt (in jedem ihrer Glieder) die Divergenz
der Geschwindigkeitsverteilung und deshalb wire nach dieser
Definition die Entropie von der Geschwindigkeitsverteilung
explizit abhdngig, was unzuldssig ist. Nur in dem speziellen
Falle, dafi die Kontinuititsgleichung

gilt, ist (237) richtig und fiir jedes Volumelement einzeln giiltig
und es wird dann durch diese Definition S als Funktion der
Dichte g und der Temperatur T dargestellt, falls I7 und P als
solche Funktionen gegeben sind.

Wir miissen deshalb von der Planck'schen Definition der
Entropie pro Masseneinheit s ausgehen, welche diese von An-
fang an als Funktion von p und T darstellt und weit allgemeiner
aufrecht erhalten werden kann. Diese Definition lautet:

Tds'= du+ Pd (i) . (238)

Hierin ist # die innere Energie pro Masseneinheit, und
zwar ist
S=yps, U=gpu (239)

Wir wollen beispielshalber die Entropie eines unvoll-

kommenen Gases berechnen, welches die Zustan dsgleichung(690)
hat, nach welcher

_ 1@ i
P=ReT+ o e~ 5 net
Nach (58) ist

i
"= ?np+c,.T.
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Es ergibt sich also nach (238):

(240)

Die Entropie eines dieser einfachen Zustandsgleichung
folgenden Gases hat also genau denselben Wert wie fiir ein

ideales Gas: ' '
s=clog T—Rlogp. . (241)

Wir gestalten die Definition (238) um durch Einfhrung
des Massieu’schen thermodynamischen Potentials . Das-
selbe hat pro Volumseinheit den Wert

pz = U+P—TS. (242)

Aus (242) und (238) folgt folgende Definition der Entropie

pro Volumseinheit S:
TdS = dU—zdp. : (243)

Hieraus folgt unmittelbar

d d .. d L,
—_ — —_Z /R _‘44
T S= qpU—s gt (244)

~ Aus (242) folgt
TS div b = U div p—zp div b+ P div .
Hieraus ergibt sich durch Addition
o 3p 3 . P
—_— Zoee = . 24
T 57 S + 57 5 U-I.-Pdlvrb (245)
Dies ist die allgemein richtige Entropiegleichung (falls
der Zustand des Stoffes durch zwei unabhingige Variable,
z. B. p und T bestimmt ist), d. h. die Nahewirkungsdefinition
der Entropie. ‘ ‘ S o
'Da nun aber fiir einen stofflich geschiossenen Korper
von Clausius (auf Grund der Unmoglichkeit eines Perpetuum
mobile zweiter Art) nachgewiesen wurde, daf die nach (237)

definierte Entropie bei umkehrbaren Vorgéngen erhalten bleibt,
bei nichtumkehrbaren Vorgingen aber wiichst, das gleiche aper

Sitzb, d. mathem.-naturw. Kl.; CXX. Bd., Abt. Ila. 33
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auch fir die nach (245) definierte Entropie gelten mul, so

folgt, daf:
& 8p — )
f a2 =0, (246)

Dieses Integral ist zu erstrecken lber den ganzen von
einem stofflich geschlossenen Korper erfiliten Raum t. Das
Gleichheitszeichen gilt fir umkehrbare, das Ungleichheits-
zeichen flr nichtumkehrbare Prozesse. Man kann auch unter

& . . .
6? virtuelle Fluxionen der Dichte verstehen, dann stellt (240)

die Bedingung des Gleichgewichtes dar, beziehungsweise gibt
das Ungleichheitszeichen die Richtung der emtretenden Ver-
dnderung an.

Die aus dem Entropieprinzip folgende Bedingung (246)
hat an sich sehr wenig praktische Wichtigkeit, weil in einem
einfachen, chemischer Veridnderungen unfihigen und auch
nicht kondensierbaren Stoffe, der auch keine elektrolytische
Wanderung zeigt, Abweichungen von der Kontinuitiitsgleichung
nur durch Diffusion stattfinden kdnnen.

Die gleiche Uberlegung liefert aber eine wichtige Bedin-
gung nach Art von (246), wenn man Mischungen verschiedener
Stoffe, welche chemisch aufeinander wirken oder Mischungen
verschiedener Kondensationsstufen eines Stoffes betrachtet.

Jeder dieser x gemischten Stoffe hat eine partiale Entro-

pie S,, eine innere Energie U,, einen Partialdruck P, und die
Dichte p,. Es ist

s_—_};,s,,, v=)U, P=>P. (247)

Nun héngen die S,, U,, P, von den p, ab. Diese Partial-

dichten sind aber voneinander unabhingig und jede von ihnen

kann eine andere Abwexchung von der Kontinuititsgleichung
zeigen. Es miissen also in der Entropiegleichung dieser
Mischung die simtlichen kdrperlichen Fluxionen der Dichten p,
vorkommen und wenn wir alle diese Fluxionen bis auf eine

beliebige Null setzen, so muf die Entropiegleichung die Form
(245) annehmen, . _
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Die allgemeine Entropiegleichung einer inhomogenen
Mischung von x chemisch aufeinander wirkenden und kon-
densierbaren isotropen Stoffen lautet also:

8S 3 3 .
T—S‘E—'FZ&«*-WP,_ -gt—U—i-PdIVU. (248)

®

Befindet sich aber diese Mischung in einem stofflich ab-
geschlossenen Raume, so kann die Gesamtentropie wieder
nach (237) definiert werden, woraus so wie oben folgt, dag

Zx Op
o= =0 249
I de 3 5 i =0 (249)
Versteht man unter den —%{;‘—‘— die aus dem geschlossenen

Gleichungssysteme bei gegebenen Grenz- und Anfangsbedin-
gungen folgenden Fluxionen, so muf (249) aus diesem
Gleichungssystem zu deduzieren sein, wobei sich herausstellen
muB, daB das Gleichheitszeichen flir umkehrbare, das Ungleich-
heitszeichen fiir nichtumkehrbare Vorgéinge gilt. Versteht man

aber unter den —%% virtuelle Fluxionen, d. h. beliebig ange-
nommene Fluxionen, die nur gewisse Bedingungen erfiillen,
welche ihnen das Gleichungssystem auferlegt, dann gilt das
Gleichheitszeichen fiir Gleichgewichtsfille, bezichungsweise
gibt das Ungleichheitszeichen die Richtung der eintretenden
Verinderung an.

Da jede Dichteinderung eines Stoffes in einem un-
bewegten Medium eine kdrperliche Fluxion der Dichte des-
selben bewirkt, so treten bei der Bindung zweier Elemente ¢
und s vier korperliche Fluxionen

8pi  Bpy B By

—_——

3¢ &’ ®t’ &t

auf. Dieselben hingen zwar einfach voneinander ab, aber sie

erscheinen in den Gleichungen (248) und (249) mit den ganz

verschiedenen thermodynamischen Potentialen 2, zj, 2; und 2

der vier Stoffe multipliziert, so daB die Gleichung (249) diesen

Fluxionen eine sehr wichtige Bedingung auferlegt. Das gleiche
' 33"
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gilt fiir Kondensationsvorginge, da die verschiedenen Kon-
densationsstufen eines Stoffes verschiedene thermodynamische
Potentiale haben. )

Die Gleichung (249) gilt auch fir ganz inhomogene
Mischungen, also um so mehr fiir die Wirkung heterogener,
aneinandergrenzender Phasen. Da alle diese Fille bereits recht
vollkommen in thermodynamischer Beziehung aufgeklirt sind,
so muf der wesentliche Inhalt der Gleichung (249) {iberein-
stimmen mit den von Massieu, Gibbs und Helmholtz aus-
gebildeten thermodynamischen Gleichgewichtsbedingungen,
Jedoch wurde die Gleichung (249) auf ganz anderem Wege
gewonnen und hat eine allgemeinere Fassung, da sie auch
fir nichtisobarische und nicht isothermische Vorginge
gilt. Vgl. hierzu die Ausfiihrungen von W. Voigt, Thermo-
dynamik (1904), Bd.Il, p. 5, 262, und von M. Planck, Thermo-
dynamik (1903), p. 116, 224.

Um den Sinn der Gleichung (249) zu erlautern, wollen
wir schlieflich die bekanntesten Folgerungen aus dieser Gleich-
gewichtsbedingung, nidmlich die Gibbs'sche Phasenregel und
das Guldberg-Waage'sche Gesetz des Reaktionsgleichgewichtes
hier beispielsweise anfiihren. '

Man erkennt sofort aus (249) oder (246) und aus der
Gleichung (37), welche die Erhaltung der Masse ausspricht,
daf} eine einzeine Komponente in einer gleichmifBig temperierten
inhomogenen Mischung nur im Gleichgewichte sich befinden
kann, wenn ihr thermodynamisches Potential nicht vom Ort
abhéngt. Sind # diskrete Phasen vorhanden, so legt dies dem
thermodynamischen Potential jeder der & Komponenten (#— 1)
Bedingungen auf. Zur Erfiillung derselben stehen in jeder der
7 Phasen (¢— 1) voneinander unabhidngige Konzentrationen zur
Verfligung, hierzu kommt die Freiheit der Wah! von Druck und
Temperatur, woraus die Gibbs'sche Regel folgt.

Um das Gesetz des Reaktionsgleichgewichtes zu berechnen,
bezeichnen wir mit dem Index m: jene der »x gemischten Stoffe,
welche bei der chemischen Reaktion auftreten, und mit dem
Index # jene, welche hierbeij verschwinden. Die virtuellen

: 8 ,
Fluxionen ~—-§f’—, beziehungsweise — —?:—'Stehen notwendiger-

-
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weise in dem Verhiltnis der Aquivalentgewichte A,,, beziehungs-
weise A,. Ist die Mischung homogen, so nimmt die Gleichung
(249) die Form an:

Z i’;; A — Zn: _”T"- A,=0. (250)

W

Nun ist nach (242):

2y = 2+ R, T log py, (251)
worin

0 (1
= Ton (72- 'q,pﬁ) +cy T(1 —log T)+R, T
ein Wert ist, welcher fiir ideale Gase, fir welche 1. = 0 ist,
nicht von den Konzentrationen p, abhidngt. Die sogenannte

Wirkungszahl
o, = Ax Ry (252)

charakterisiert das Verhiltnis des Partialdruckes eines Stoffes
in freiem, beziehungsweise gebundenem Zustande. Es folgt
sonach aus (230) das Guldberg-Waage'sche Gesetz: '

k| Tezr =] s (253)
n "
worin
N 2y %
log K= Z“‘T" Ap— Z "j-'i Ap. (254)
ni n

Die Gleichungen (248) und (249) gelten nur fiir Flissig-
keiten und Gase. Wenn wir jetzt an ihre Verallgemeinerung far
feste Medien schreiten, so wird dabei die Eigenart der aus
meinem Gleichungssystem folgenden Elastizititstheorie gleich
von Anfang an zur Geltung kommen miissen.

LII. Entropiegleichung fiir allgemeine Medien.

Fiir ein ideales elastischeé Medium hat die Nahe-
wirkungsdefinition der Entropie, d. h. die Definition der korper-
lichen Fluxion der Entropie pro Volumseinheit S die Form

8

3 o r
. —— 8:Vv. 250
§: 57 N— 57 U+ H A( )




516 G. Jaumann,

T

Es ist ndmlich —~0:V,p jener Teil der Arbeit der Span-
nungsdyade 8, welcher sich nicht in Bewegungsenergie um-
setzt (vgl. p. 406). Im iibrigen entspricht (255) der Definitions-
gleichung (237). DaB statt der thermischen Dyade & dort deren
Skalar, die absolute Temperatur steht, ist ein ganz unwesent-
licher Unterschied, da die Anisotropie der thermischen Dyade
so gering ist, daf man sie experimentell nicht konstaticren
! kann. Der Allgemeinheit wegen wollen wir aber doch die
; Anisotropie der thermischen Dyade bei der Deduktion des

Entropieprinzips aus dem geschlossenen Gleichungssystem
berlicksichtigen, sei es auch nur deshalb, um zu zeigen, daf
hierdurch keine Schwierigkeiten eingefiihrt werden. ’
Hingegen ist die Anisotropie der elastischen Dyade ¥,
deren Skalar die Dichte P, ist, sowie der chemischen Dyade ¢y,
deren Skalar die Dichte pi ist, fir mein Gleichungssystem
charakteristisch (vgl p. 417). Bezeichnen wir zur Abkiir-
zung die ersten zwei Glieder der Dichtegleichungen als korper-
liche Fluxionen der Dyaden ¥, beziehungsweise §;;, d. h. fiihren
- wir folgende abkiirzende und zweckmiige Bezeichnungen ein:

] d
F IIJ'i 2. Tjt— ‘I’,+ ¥ :V, b, (256)
) d -

Dann ist fir ideale elastische Medien nach Kapitel IX:
3 2
s 20, <7 %5 2 0. (258)

Wenn aber in dem allgemeinen Medium Diffusion oder
Elektrolyse stattfindet, so ist dje korperliche Fluxion der
Dyade ¥, von Nul verschieden und sobald in demselben
chemische Vorginge sich abspielen, ist die kérperliche Fluxion
der chemischen Dyaden ¢ von Null verschieden und alle diese
Fluxionen miissen sonach in der Entropiegleichung auftreten,
denn diese allgemeine Definiton der korperlichen Fluxion der

- Entropie mu8 sich fiir ein isotropes Medium auf (248) redu-
zieren. Sie lautet also:

_
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9: 2 S+ 5 5 ZC
G s e s =
&

Hierin sind die §;, {; dyadische Funktionen von 4, ¥; und
den ¢;;, welche erst noch zu bestimmen sind.

Die Funktionen { werden vollkommen bestimmt durch die
Bedingung, da8 die Entropie S eine Funktion der Variablen U,
¥y, ¢ij . .. sein mu8. '

Schreiben wir die Gleichung (259) ausfithrlicher, wobei
wir berlicksichtigen, dal3

3 d & d
-—gt—S— WS-}-S-V:U, “STU_- _(ETU-'-U.V:'J’
rit V0 = (r):Vyso,

~worin nach (39):
p ..
a+38 risl

(ry) = a-:SB i+

und wobei wir die in (256), (257) eingefiihrten Abkurzungen
wieder auflassen, so ergibt sich:

9105 = 2 U~ Zt, Y ZZCu-dﬂﬁ
+(U+8~&:S—-ZG:(&)—ZZCU:(r,-j))=V;°- (260)

Da die Entropie nicht explizit von der Geschwindigkeits-
verteilung abhingen darf, so mufl der Faktor von Vb ver-
schwinden, was die Beziehung ergibt:

S )2 Dby (ry) = U+0—9:S.  (261)
7 el

Da wieder die Entropiedefinition (255), wenn man sie auf
den ganzen von dem betrachteten Vorgang eingenommenen
Raum t bezieht, richtig ist, so folgt aus (259):

[#:(Sugrw +Z;c,,=%¢g) =0 (262
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Das Gleichheitszeichen gilt fiir umkehrbare Vorginge und
Gleichgewichtsfille, die Ungleichung bestimmt die Richtung
des Ablaufes nicht umkehrbarer Vorgiange. Diese Bedingung
148t sich nicht zerlegen, hingegen kann ‘man die Gleichungen
(260) und (261) in jeder anderen Beziehung als fiir jeden der x
in der Mischung vorhandenen Stoffe einzeln gliltig ansehen.
Man erhélt hierdurch die allgemeine Form der Definition (243)
der Partialentropie S, des Stoffes «: |

d d d .
8:WS"_E—U‘" C;:E—zp, (263)
und ferner den exakten Wert der Funktion &x, welche man das
dyadische thermodynamische Potential des Stoffes x
nennen kann:' '

Li(r) =U+0,—8:8, = U,+8,—TS,. (264)

Da die folgende Rechnung etwas komplizierter ist und ich
auf die leichte Verstidndlichkeit derselben nicht gern verzichten
mochte, so mogen alle folgendén Beziehungen nicht nur in der
allgemeinen, meist tetradischen Form, sondern auch in der ein-
fachen dyadischen Form mitgeteilt werden, welche man erhiilt,
wenn man von der eventuellen Anisotropie der thermischen
Dyade absicht. :

Es handelt sich darum, die partiellen Differential-
quotienten der Entropie nach den unabhingig Variablen ¢y
und ' #, beziehungsweise T in passender Form darzustellen.
Aus (263) ergibt sich unmittelbar

- . -"’*—i- ____’ =
8:8,; =5 =5 Ux (265)
oder einfacher

i Y " . - 3 . a R

Ta_f S, = 5T Us; (265
2 ¢ '

+eS,. o IR § A 3
M O .

Den letzteren Differentialquotienten brauchen wir aber noch
-in anderer Form. Differenzieren .wir (265) nach ¢, und (260)
nach &, wobei die in Kapitel ] mitgeteilten Regeln fir die




Geschlossenes Gleichungssystem. o519

partielle Differentiation nach einer dyadischen Variablen zur
Anwendung kommen, so ergibt sich: L

. ;) VR,
5 $ Sx - %9 s Cx | (267)
oder einfacher
2 0 0
_— = —— . 2 !
0y S BTa"' ‘ (267

Nun ist aber nach (264) und (265), da r. nicht von # ab-
hiangt [vgl. Kapitel VII], Gleichung (36)]:

a . .,81_ a __‘
(o ?C*)'(”) gy oS @9
oder einfacher
° . Y _§_ _ 2
(BT C“) Hr) = oT 8.~ 5., _(“68r)

Aus (267) und (268) folgt endlich: .

B . 3L I .
(W £ S.)2 ) S—gy % (9
oder einfacher . . o o
9 . 9. 8 :
(‘8—@: S,) . (1’,) =2 Sy— AT 9:- (269,)

Alle diese Beziehungen sind mit hinreichender Anndherung
bekannt, jedoch besteht ein, wenn auch praktisch unmerklicher,
so doch prinzipiell wichtiger Unterschied zwischen der Thermo-
dynamik elastischer Medien nach meiner Theorie gegeniber
der klassischen Thermodynamik (vgl. die diesbeziigliche Be-
merkung Kapitel IX, p. 417). Dies moge an der Beziehung (269)
erliutert werden. | ’ , : : _

Trennen wir die elastische Dyade W in ihren isotropen
Teil P und in ihren skalarfreien Teil ¥, ebenso trennen wir die
Spannungsdyade O in den isotropen Druck P und in die Span-
nungsdyade & der reinen Deformation ohne Volumsidnderung.

. W= P4l W, =P, ¥[=0,
8 — P40, ;=P 6;=0.

B Fromirmy rc
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Nehmen wir den isotropen Teil von (269), so ergibt sich
die bekannte Beziehung

3(8)

oP 23S T

T “‘S—P"a”lf' = 71\’
9 ‘P)

In bezug auf isotrope Medien besteht kein Unterschied
meiner Theorie gegen die fritheren. Nehmen wir hingegen den
anisotropen skalarfreien Teil von (269'), so ergibt sich

-9 0
ﬁ 9 — (\?T’ S) 4 (f).

Nach Gleichung (55) ist mit hinreichender Anniherung:
Y = [P},

worin [®} der anisotrope, skalarfreie Teil der Deformations-
dyade [®] ist:

.01
[P} = -é—(v;u+u;V)— %div .

Hieraus folgt die in analytischer Form bekannte, jedoch

nur mit Annéherung richtige Beziehung:
3 ]

Diese Beziehung steht nimlich mit dem Entropieprinzip
in nicht ganz exakter Ubereinstimmung, wihrend weiter unten
gezeigt werden soll, daB diese Ubereinstimmung fiir die Be-
ziehung (269") exakt herstellbar ist.

Hieran wollen wir ein zweites Beispiel reihen, welches die
andere Form (266) des partiellen Differentialquotienten der
Entropie nach ¢, anschaulich macht. Betrachten wir das Re-
aktionsgleichgewicht und verwenden die p- 515 eingefiihrten
Bezeichnungen, so ist die gesamte Wirmetdnung der Reaktion,

wenn wir den skalaren Teil der Gleichungen (266) und (267)
beriicksichtigen:

ks

B U, 3, 2 m N, %
0=2Ang, -2 Sl TRV (; Ang-=2 An“f)'
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Nach (254) ist also, da (z,—2)) der Temperatur proporx-
tional ist

9 Q
BTlogK = i

Dies ist die wichtige, von van’t Hoff? erkannte Eigen-
schaft der Funktion K, welche die Abhingigkeit des Reaktions-
gleichgewichtes von der Temperatur bestimmt.

Da wir nach (263), (266) und (269) die beiden partiellen
Differeatialquotienten der Entropie nach & und ¢, keanen, so
konnen wir nun daran gehen, die korperliche Fluxion der
Entropie durch eine Gleichung darzustellen, welche nur die in
den Grundgleichungen (III) und (VI#), (VIi) vorkommenden
Variablen enthélt. Zunichst ist

9 ds [ 3,
L8 =2v. +(3¢: U, c,). 4

d
- s — - @ s * 2
3.( — 5 ,e,).v,n. (270)

Hierin wurden die Bezeichnungen (258), (257) wieder ein-
gefiihrt. Da nun
S,: Vs =S, divy,

so erhalten wir schlieSlich, wenn wir (270) {iber alle in der
Mischung vorhandenen Stoffe summieren:

5 o
g -a? _S+ZC;:-—§}—‘F,‘+Z Zt,y!-gat—-!p,-j =

U 49 1o w, Uy Eq»f,_
oy tar T Z Z T VA

8 9
V. 271
+d: (a& 9) Vv (271)

Um simtliche Resultate dieser Uberlegungen zu ver-
einigen, filhren wir endlich noch die Ungleichung (262) ein und
erhalten als SchiuBresultat:

—-—

1 Van't Hoff, Ftudes de dynamique chimique {(1884).

o o o o e

i3
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B U a9 -\ oU; | oW
Idrn‘}.fw—5>‘/“dr(—%—.—ﬂ+ 4 ?)@'T'—Et -+

Uy, 3%y .[3 ] )
+Z A rwds AR ] bt L] AT BT

Diese Ungleichung gilt fiir nicht umkehrbare Vorginge.
Das Gleichheitszeichen gilt fiir umkehrbare Vorgiinge und auch
fir die virtuellen Fluxionen im Gleichgewichtsfalle. Die Be-
ziehung (272) gilt, wenn man die Entropie so definiert, daB sie
als Funktion der unabhéngig Variablen 9, ¥";, $;; ... erscheint,
welche nicht explizit von der Geschwindigkeitsverteilung ab-
hingt, welche fiir stofflich geschlossene Ko&rper, beziehungs-
weise flir einen thermodynamisch geschlossenen Raum mit der.
nach Clausius definierten Entropie zusammenfillt. .

LI Deduktion des Prinzips der Erhaltung, beziehungsWeise
Vermehrung der Entropie.

Es soll nun nachgewiesen werden, daB mein Gleichungs-
system mit dem Entropieprinzip in exakter Ubereinstimmung
steht, welches aussagt, daB8 die durch (259) als Funktion der
realen Variablen bestimmte Entropie S bei umkehrbaren
Vorgidngen erhalten bleibt, wihrend ihr Raumintegral bei nicht
umkehrbaren Vorgidngen ansteigt.

Um die Gleichung, welche dieses Prinzip ausspricht, zu
deduzieren, multiplizieren wir die Gleichungen (VI1) mit i3, die
Gleichungen (VI4j) und (IIT) mit I: und addieren die samtlichen
so erhaltenen skalaren Gleichungen. So ergibt sich:

. dd . oV, Oy
C-—Et— +9 .V:U+Z?i-_mét— +Z;?U:—St—j rm—
= =9V e+ 91V x D (et B ) -

'fc‘To'efz (Pt Bt o o Bt 2 Tk B2 Bt K ),
| | | ...(273)

Die Glieder der linken Seite dieser Gleichung kénnen wir
umgestalten, indem wir die von dem Energieprinzip geforderten
Beziehungen (17) und (18) beriicksichtigen, welche lauten:
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U -al; . oUy
C-% - TR Mt NS B I
K Bl\} ’ *Fl 'dw,' ‘) LTy q)’j ) (274)

Endlich fithren wir als eine Bedingung, welche das En-
tropieprinzip dem Koeffizienten ©" der Warmewlelchuncr (111)
auferlegt, die Beziehung ein: : :

12 .
" = 1 55 : 6 o -(275)
oder einfacher ‘ '
or® . (275)
oT

Wir konnen diese Bedingung sehr einfach erfiillen, wenn
wir voraussetzen, daf die letzten  zwei Glieder des Aus-
druckes (29) fiir die Spannungsdyade nicht von der Temperatur
abhingen:

9 -4(3U
gy (et T ")— AT

0= —W,).

Hieraus folgt allerdings nach (269) und (265), wie man
leicht berechnet, daB dann die Zustandsgleichung der Entropie
fordert, daB die Spannungsdyade linear von der Tem-
peratur abhingt, dies kann man aber gern akzeptieren, viel-
leicht wird man sogar -prinzipiell fordern wollen, dafi die
Spannungsdyade eine eindeutige Funktion der Temperatur ist.
Dies vorausgesetzt, fordert (275) nichts als da8 die Material-
konstanten der Gleichung (29) und (30), welche die stofflichen
Spannungen mitbestimmen, die Bedingungen erfiillen: ™
-0 (m,—i)

o, T W32 Y _..’ -

B 3 w——Fry

1n’:ﬂz+1‘}‘—ﬂ(£z—i375—-’-ﬂ, R

Tl (27e)
0 (1—ity)

T, B St e
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Fihrt man die Werte (274) und (275) in die linke Seite der
Gleichung (273) ein, so nimmt dieselbe genau die Gestalt der

rechten Seite der Gleichung (271) an und wir erhalten somit
nach (259):

a—x:(ift’ +e:v,n) = —divG+J @77)

Legt man den Koéffizienten der Dichtegleichungen (VI3),
(V1) die Bedingung (262) auf, die sich einfach formulieren
laBt und welche sie wohl erfiillen kdnnen, da diese Gleichungen
im Gleichgewichtsfalle sehr reduziert sind, wiahrend im allge-
meinen Falle die Bedingung (262) nur die Richtung der ein-
tretenden Verdinderungen bestimmt und dieses im Einklange
mit den direkten Angaben der Gleichungen (VI), so kann man

statt (271) auch (272) verwenden und erhiilt unmittelbar aus
(273):

]
Idt-—at S E | de(—div&+J). (278)
Hierin ist

© X 1y, e—Z (Bt R E) % I (279)

ein Vektor, welcher der Entropiefluf genannt werden mége,
da seine negative Divergenz nach (277) oder (278) ein Ansteigen
der Entropie des betreffenden Volumelements bewirkt Da
dieser Entropieflu§ durch (27 9) als Funktion der realen
Variablen gegeben ist, verschwindet derselbe an der Oberflache
eines thermodynamisch abgeschlossenen Raumes t und es
ergibt sich sonach aus (278), dag das Raumintegral der Entropie S
Uber einen thermodynamisch abgeschlossenen Raum bei durch-
aus umkehrbaren Vorgingen erhalten bleibt.

Der Einflug der nichtumkehrbaren Vorginge macht

sich geltend einerseits in der Ungleichung (262), andrerseits
und hauptsichlich aber in dem Werte:

J= &_1'(°'7°'° +2, ot Bt ot Pt YTt T b VBt £t

+ Kz ) (250

F i A B A TR Rl e e
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der Gleichungen (277) und (278), welcher eine, insofern die
Materialkonstanten 7, ¢ ¢ vy K positiv sind, wesentlich
positive Grofe ist. Dieselbe vereinigt die quadratischen
Verwandlungsglieder, welche nach p. 410 und Kapitel XVII die
nichtumkehrbaren Wirmeproduktionen bestimmen. Es
folgt somit nach (277), daf die nach Clausius definierte
Entropie S in jedem Volumelement, in welchem nichtumkehr-
bare Wirmeentwicklungen stattfinden, ansteigt.

Nach Kapitel XL findet auch bei der Warmeleitung in
elektrischen Isolatoren eine nichtumkehrbare Wédrmeent-
wicklung statt, welche nach Gleichung (174) durch dieselben
quadratischen Verwandlungsglieder (B s 6+ et [l bestimmt
wird, welche nach Kapitel XVII die nichtumkehrbare Wirme-
produktion bei der Reibung, magnetischen Hysteresis und bei
der Absorption elektrischer Strahlen in elektrischen Isolatoren
bestimmen, welche letztere durch die Dampfung der kohérenten
dielektrischen Schwingungen dieser Strahlen verursacht wird.

Das in dem Werte J auftretende quadratische Verwand-
lungsglied e.q,-¢ bestimmt die nichtumkehrbaren Wirme-
produktionen im elektrischen Felde und in leitungsfihigen
Medien, also besonders die Joule’sche Stromwarme. Aber auch
bei dem Thomsoneffekt, insbesondere aber bei der Warme-
leitung in Metallen, findet eine durch dieses quadratische
Glied bestimmte nichtumkehrbare Wirmeentwicklung statt
[siehe (148) und Kapitel XLIII}.

‘Endlich bestimmt das quadratische Verwandlungsglied
Ké.29, die nichtumkehrbare spontane Warm eproduktion,
welche in Kapitel L berechnet wurde.

Die Materialkonstanten v, und K sind wesentlich positiv.
Die Dimpfungskonstanten ¢ ¢y und ¥ konnen aber bei
sehr hoher Temperatur negativ werden, was die Ur-
sache der Temperaturemission des Lichtes ist (siehe diese
Sitzungsber., Bd. CXVII, p. 427 f. und p. 468 f). In glithenden
Korpern kann also J negativ sein, d. h. es mufl nach {278) zu-
folge der Ausstrahlung die Entropie des strahlenden Karpers
abnehmen, was ganz richtig ist. In den gleichzeitig bestrahlten
Korpern, wetche die Strahlung absorbieren, da ihre Dampfungs-
konstanten ¢ ¢’ ¥ ¥ positiv sind, nimmt aber die Entropie gleich-
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zeitig zu, und zwar um einen notwendig gréBeren DBetrag,
wie sogleich bewiesen werden soll. Der Wirmekonsum bei der
Emission des Lichtes sowohl, als die Warmeproduktion bei der
Absorption sind zusammengenommen in dem thermodynamisch
geschlossenen Raume t gleich Null. Es ist also:

fdr(cv(o-e +Zp§,:§,+dp,,:p.,,+y=f,:7;+y'&,:ex+_K¢,:4«) =

dtd.J=0.

b1

' Wenn nun die Konstanten ¢ ¢/ ¥ ¥/ nur langsamer mit der
Temperatur - steigen, als der genauen Proportionalitit ent-

sprechen wiirde, so folgt schon, daf3

fd:j>0 fir $>1 - (281)

dafl also die Entropie des ganzen von der Strahiung erfiillten

Raumes ansteigen mudB. Dieses Anwachsen der Entropie des
Strahlungsfeldes findet um so rascher statt, als die Dampfungs-

Kkonstanten ¢ ¢’ ¥ 3 nicht nur nicht mit der Temperatur wachsen,

sondern sogar bei steigender Temperatur sinken und bei hoher

‘Temperatur negativ werden. Dies ist die Ursache der Emission

und des Sinkens der Entropie das strahlenden Korpers, aber es
ist gerade dieses Negativwerden der Dampfungskonstanten
auch die Ursache des um so rascheren Anwachsens der
Entropxe des ganzen von der Strahlung erfiiliten Raumes.

. : Schliellich mdge nochmals darauf hingewiesen werden, da
nach (24) die innere Energie U anders definiert wird als dies

{Ublich ist. Der Unterschied tritt allerdings nur bei dem Vor-
Jhandensein eines elektromagnetlschen Feldes hervor, ist aber

an;sich sehr gro. Es kommt aber nicht im mindesten auf den
Wert der inneren Energie selbst, sondern nur auf den Wert der

-partiellen : leferentxalquohenten derselben nach der
“Temperatur und -den Variablen ¢, der chhteglelchungen (VD

an, welche nach (17) und (18) in Ubereinstimmung mit der

.k[assnschen Thermodynamik definiert sind als die Warme-
‘kapazitit C, bez:ehungswelse als dne Glbbssche Poten-
tiale ;. Da nun aber der Wert der paat:ellen leferentlal-
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quotienten von Jem gewihlten System der unabhingigen
Variablen abhiingt und nach meiner Theorie die elektrische
und magnetische Feldstiarke, nicht aber die Ladungen als unab-
hidngig variabel betrachtet werden, so multe gerade deshalb,
damit die Wirmekapazitit und die Gibbs'schen Potentiale den
richtigen Wert erhalten, die innere Energie U anders definiert
werden. ' '

Endlich kann man fragen, warum das Entropieprinzip,
welches doch alle Vorginge beherrscht, schon aus einem Teile
des geschlossenen Gleichungssystems, ndmlich ads der Wiirme-
gleichung (I1I) und den Dichtegleichungen (VI#), (V1ij) abge-
leitet werden kann, wihrend bei der Ableitung des Energie-
prinzips alle Gleichungen des Systems herangezogen werden
miissen. Wire die Entropie eine allgemeine Funktion der
realen Variablen, so miiite man wohl das ganze Gleichungs-
system heranziehen. Die einfachere Annahme (270) ist zuldssig,
da nach der Clausius'schen Beweisfilhrung von Anfang an und
ganz allgemein folgt; daB die Entropie eine spezielle Funktion
der realen Variablen ist, nimlich nach (263) und (264) eine
Funktion von ¥, ¢,, U und 8. Die iibrigen realen Vagiablen
kommen also nur insofern in Betracht, als sie implizit in U
und 8 enthalten sind.

Gleichung (278) spricht also das Entropieprinzip in der
allgemeinsten Form aus, womit nachgewiesen ist, dafi mein
Gleichungssystem mit diesem Prinzip in exakter Ubereinstim-

mung steht.

LIV. Strahlungs- und Entladungserscheinungen.

Die Strahlungs- und Entladungserscheinungen werden
insbesondere durch die Koppelung der elektromagnetischen
- Gleichungen (I1z) und (Il) mit den dielektrischen Gleichungen
(IVa) und (IV®) und mit den metaelektrischen Gleic..ungen (Va)
und (V&) erklirt, welche bewirkt wird hauptsichlich durch die
komplementiren raumlichen Derivationen, wonach Inhomo-
genititen des elektromagnetischen Feldes stoffliche Wirkungen
und Inhomogenititen des stofflichen Feldes elektromagnetische
Wirkungen haben, nebenher aber auch noch durch die kleinen
quadratischen Verwandlungsglieder, welche eine direkte Ver-

Sitzb. 4. mathem.-naturw. K1 ; CXX. Bd., Abt. 1Ta. 34
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wandlung elektrischer in stoffliche Energie vermitteln. Die
Theorie der Strahlungserscheinungen ist der wichtigste Teil
meiner Theorie, die Form des Gleichungssystems, insbesondere
der stofflichen Gleichungen (IV) und (V), wurde geradezu
durch die Annahme der undulatorischen Natur aller Strahlungen
bestimmt. Da deshalb die Strahlungserscheinungen schon in
der friiheren Mitteilung (diese Sitzungsber., Bd. CXVII, p. 379)
sehr ausflhrlich behandeit wurden, kénnen wir die Deduktion
der aus dem Gleichungssystem (I), (IV), (V) folgenden Strah-

lungs- und Entladungserscheinungen auf eine spdtere zweite

Mitteilung verschieben, Das Gleichungssystem hat sich nach
diesen Richtungen seit der zitierten Mitteilung betrichtlich ver-
vollkommt, insbesondere durch die Ausbildung des Gleichungs-
paares (V), welches eine zweite stoffliche Eigenschwingung
bestimmt. wodurch eine noch bessere Darstellung vicler Strah-
lungserscheinungen moglich ist.
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