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und es sind zwei Konstanten 2 und b erforderlich, um die elastischen Eigenschaften
eines solchen Materials zu beschreiben. Wir iiberlassen es Ihnen darzulegen, daf fiir
einen kubischen Kristall nur drei erforderlich sind.

Als ein letztes Beispiel, und dieses Mal fiir einen Tensor dritter Stufe, betrachten
wir den piezoelektrischen Effekt. Unter dem EinfluB mechanischer Spannung erzeugt
ein Kristall ein elektrisches Feld, das proportional der Spannung ist; folglich lautet das
Gesetz im allgemeinen

E; = Y PiSin,
gk

wobei £; das elektrische Feld darstellt und die Pk die piezoelektrischen Koeffizienten
sind — oder der piezoelektrische Tensor. Kénnen Sie zeigen, daB die piezoelektrischen
Koeffizienten alle Null sind, wenn der Kristall ein Inversionszentrum (invariant bei X,
Y2 = —Xx, -y, —2z) hat?
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31—-8 Der Vierertensor des elektromagnetischen Impulses

Alle Tensoren, die wir bisher in diesem Kapitel untersucht haben, beziechen sich
auf die drei Dimensionen im Raum; definitionsgemif haben sie eine bestimmte Trans-
formationseigenschaft bei riumlichen Drehungen. In Kapitel 26 hatten wir die Gele-
genheit, einen Tensor in den vier Dimensionen der relativistischen Raumzeit zu verwen-
den — den elektromagnetischen Feldtensor F,y. Die Komponenten eines solchen Vie-
rertensors transformieren sich bei einer Lorentztransformation der Koordinaten auf
eine besondere Weise, die wir berechnet haben. (Obwohl wir nicht so vorgegangen sind,
hitten wir die Lorentztransformation auch als eine ,,Drehung“ in einem vierdimensio-
nalen ,,Raum*“ — dem sogenannten Minkowski-Raum — betrachten kénnen; dann wire
die Analogie zu dem, was wir hier machen, klarer gewesen.)

Als unser letztes Beispiel wollen wir einen anderen Tensor in den vier Dimensio-
nen (¢, x, y, z) der Relativititstheorie betrachten. Als wir den Spannungstensor an-
schrieben, haben wir S,-j als eine Komponente einer Kraft definiert, die durch eine Fli-
cheneinheit wirkt. Aber die Kraft ist gleich der zeitlichen Anderungsrate eines Impul-
ses. Statt daher zu sagen ,,Sxy ist die x-Komponente des Impulses durch eine Flichen-
einheit senkrecht zu y*, kénnten wir genauso gut sagen ,,Sxy ist die Strémungsrate der
x-Komponente des Impulses durch eine Flicheneinheit senkrecht zu y*. Mit anderen
Worten, jede Komponente von Sjj stellt auBerdem die Stromung der i-Komponente des
Impulses durch eine Fhicheneinheit senkrecht zur j-Richtung dar. Es handelt sich um
reine Raumkomponenten, aber sie sind Teile eines »gtéBeren’ Tensors Sy in vier Di-
mensionen (u und v = ¢, x, y, z), der zusitzliche Komponenten wie Stxes Syt, Syt etc.
enthilt. Versuchen wir nun, die physikalische Bedeutung dieser zusitzlichen Kompo-
nenten zu finden.

Wir wissen, daB die Raumkomponenten die Impulsstromung darstellen. Wir kon-
nen einen Hinweis erhalten, wie das auf die Zeitdimension zu tibertragen ist, indem
wir einen anderen »Strémungsvorgang* untersuchen — die Strdmung der elektrischen
Ladung. Fiir die skalare Grofie, Ladung, ist die Stromungsrate (pro Flicheneinheit
senkrecht zur Stromrichtung) ein riumlicher Vektor — der Vektor j der Stromdichte.
Wir haben gesehen, daf die Zeitkomponente dieses Strdmungsvektors die Dichte von
dem ist, was strémt. Zum Beispiel kann j mit einer Zeitkomponente Jt = o, der La-
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dungsdichte, kombiniert werden, um den Vierervektor ji, = (p, j) zu bilden; das heifit,
daB® u in i“ die Werte ¢, x, y, z annimmt, um die ,,Dichte, die Stromungsrate in der
x-Richtung, die Stromungsrate in der y-Richtung, die Stromungsrate in der z-Richtung*
der skalaren Ladung auszudriicken.

In Analogie zu unserer Aussage beziiglich der Zeitkomponente der Strdmung einer
skalaren Grofle kénnen wir erwarten, da es neben Syy, Sxy und Sy;, die die Strémung
der x-Komponente des Impulses beschreiben, eine Zeitkomponente Sy; geben muf, die
die Dichte von dem ist, was flieRt; das heiflt, dal S,; die Dichte des x-Impuises sein
mufd. Wir kénnen also unseren Tensor horizontal um eine -Komponente erweitern.
Dann ist

Sxtr = Dichte des x-Impulses,
Sex = X-Strdomung des x-Impulses,
Sxy = y-Stromung des x-Impulses,

Sxz z-Strdmung des x-Impulses.

Ebenso haben wir fiir die y-Komponente des Impulses die drei Komponenten der
Strémung — Sy, Syy, Syz; — zu denen wir einen vierten Ausdruck hinzufiigen:

Ve
Syt = Dichte des y-Impulses.

Und natiirlich ist zu Sz, S;y, Szz hinzuzufiigen
Sz¢ = Dichte des z-Impulses.

Im vierdimensionalen Raum gibt es auferdem eine 7-Komponente des Impulses,
die bekanntlich die Energie ist. Der Tensor S; muf sich dann vertikal um Sz, Sz, und
8¢, erweitern, wobei

= x-Stréomung der Energie,
Sty = y-Strdmung der Energie, (31.28)
= z-Stromung der Energie;
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8
!

das heifdt, Sy, ist die Energiestromung pro Flichen- und pro Zeiteinheit durch eine
Oberfliche senkrecht zur x-Achse, und so fort. Zur Vervollstindigung unseres Tensors
benodtigen wir schlieflich noch Sy, die Energiedichte. Wir haben unseren dreidimen-
sionalen Spannungstensor Sy zu dem vierdimensionalen Energie-Impulstensor Sy, er-
weitert. Der Index u kann die Werte ¢, x, ¥ und z annehmen und bedeutet dann
,Dichte®, ,,Stromung pro Flicheneinheit in der x-Richtung®, ,,Strtémung pro Flichen-
einheit in der y-Richtung bzw. ,,Strtémung pro Flicheneinheit in der z-Richtung®. In
derselben Weise nimmt v die vier Werte ¢, x, y, z an und sagt dann aus, was strémt,
nimlich ,,Energie®, ,,Impuls in der x-Richtung®, ,,Impuls in der y-Richtung* und ,,Im-
puls in der z-Richtung®.

Um ein Beispiel zu geben, untersuchen wir diesen Tensor nicht in Materie, son-
dern in einem freien Raumbereich, in dem es ein elektromagnetisches Feld gibt. Wir
wissen, daf} die Energiestrémung der Poynting-Vektor § = e,¢2E x B ist. Relativistisch
gesehen sind die x-, y- und z-Komponenten von § die Komponenten Sy, Sy und Sy,
unseres vierdimensionalen Energie-Impulstensors. Die Symmetrie des Tensors Sy iiber-
triigt sich auch auf die Zeitkomponenten und somit ist der vierdimensionale Tensor
Sy,y symmetrisch:

Sy = Suue (31.29)
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Mit anderen Worten, die Komponenten Sxt Syt, S;¢, die die Dichten des x-, y- und z-
Impulses darstellen, sind auch gleich den x-, y- und z-Komponenten des Poynting-Vek-
tors S, der Energiestromung — was wir schon in einem fritheren Kapitel durch eine an-
dere Beweisfiihrung gezeigt haben.

Die iibrigen Komponenten des elektromagnetischen Spannungstensors Suy konnen
auch durch die elektrischen und magnetischen Feldstirken E und B ausgedriickt wer-
den. Damit ist gesagt, daf wir dem elektromagnetischen Feld auch mechanische Span-
nungen oder — weniger geheimnisvoll ausgedriickt — Impulsstromung zugestehen miis-
sen. Wir haben das in Kapitel 27 in Zusammenhang mit Gl (27.21) diskutiert, aber
wir haben die Einzelheiten nicht ausgefiihrt.

Wer von Ihnen sich heldenhaft im Umgang mit vierdimensionalen Tensoren iiben
will, der mdchte vielleicht die Formel fir Suv in Termen der Feldstirken sehen:

Sw =5 (E FuFra — 280 Y, FﬁaFaa> ;
o a,B

wobei die Summen iiber o und g8 iiber t, x, y, z laufen, wobei wir aber (Wie in der Re-
lativititstheorie iiblich) eine spezielle Bedeutufig fiir das Summenzeichen und das
Symbol 8 verwenden. In den Summen miissen die x-, y-, z-Ausdriicke subtrahiert wer-
den, und 84 = +1, wiihrend 8y = 8yy = 82z = = 1 und fiir p # v 8y, =0 (¢ =1).
Kénnen Sie beweisen, daff man die Energiedichte St = (e,/2) (E* + B?) und den Poyn-
ting-Vektor €,E x B erhilt? Konnen Sie zeigen, da in einem elektrostatischen Feld
mit B = 0 die Hauptachsen der mechanischen Spannung in der Richtung des elektri-
schen Feldes liegen, dafl es eine mechanische Spannung (e,/2)E 2 entlang der Feldrich-
tung gibt, und da® der Druck in allen Richtungen senkrecht zur Feldrichtung gleich

ist?



