GEORG JOB

Entropie und Unordnung

Die Entropie S eines Korpers als MaB fiir die atomare
Unordnung zu deuten, ist das am haufigsten benutzte
Hilfsmittel, sich eine Vorstellung von dieser GréBe zu
machen. Da der aus der Umgangssprache herangezo-
gene Begriff Unordnung naturgemaB unscharf und
unbestimmt ist, gilt dies auch fiir die hierdurch er-
reichte Veranschaulichung der Entropie. Ziel des Bei-
trages ist es, zu zeigen, dass sich der landldufige Be-
griff, ohne ihn allzu sehr zu strapazieren, zu einem
quantitativen MaB verschérfen lasst, so dass sich mit
seiner Hilfe das AusmaB der Unordnung sowohl in ei-
nem Kinderzimmer als auch in einem Atomverband
ausdriicken lasst. Das MaB erweist sich bis auf einen
MaBstabsfaktor als identisch mit dem fiir die Entro-
pie, wie es in der statistischen Physik verwandt wird.
Das muss nicht heiBen, dass dieses MaB in allen Fal-
len leicht zu handhaben ist, sodass man etwa kurz vor
dem Schlafengehen noch schnell die Unordnung auf
seinem Nachttisch oder morgens beim Einpacken des
Friihstiicksbrots die Unordnung in seiner Aktenta-
sche quantifizieren kann. Dies zu ermdglichen, so
schon es ware, ist hier nicht die Absicht.

1 Unordnungsmenge

Wie man an einer sich ausbreitenden Welle eine ganze
Reihe von Merkmalen untersuchen kann wie Ampli-
tude, Wellenldnge, Frequenz, Geschwindigkeit, Aus-
breitungsrichtung usw., so gibt es auch bei der Unord-
nung verschiedene Aspekte, die man zahlenmafig
durch Groflen erfassen und durch die man eine irgend-
wo vorhandene Unordnung kennzeichnen kann. Man
kann etwa Mafe fiir die Stédrke, die Dichte, die Menge,
die Reichweite der Unordnung einfiihren. Wir wollen
uns nur mit einem einzigen dieser Aspekte befassen,
ndamlich dem der Menge. Ziel ist es dabei, eine Grofie
U zu definieren, die ein MaS8 fiir die Unordnungsmen-
ge ist. Der Grund dafiir, gerade diesen Aspekt heraus-
zugreifen, ist einfach der, dass sich die Grofie U als mit
der Entropie nahe verwandt, wenn nicht gar als iden-
tisch mit ihr erweist. Ehe wir jedoch an die Konstruk-
tion dieser Grof3e gehen, miissen wir uns klar machen,
dass es tiberhaupt sinnvoll ist, von der Menge an Un-
ordnung zu sprechen.

Betrachten wir hierzu irgendwelche Gegenstiande un-
serer Umwelt oder unserer Vorstellungswelt, von de-
nen wir sagen, sie seien mehr oder weniger geordnet
oder ungeordnet: eine Wohnungseinrichtung, den In-
halt einer Schublade oder eines Biicherschrankes oder,
um ein physikalisches Beispiel zu nennen, die Atome
in einem Gas oder in einem Kristall. Lasst man kleine
Kinder in einer Wohnung spielen, dann ist es fast un-
vermeidlich, dass eine gewisse Unordnung entsteht. Je
nachdem, wie lange die Kinder spielen oder wie aus-
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gelassen sie sind, ist die entstehende Unordnung mehr
oder weniger grof3, wie wir sagen. Wir werden gleich
sehen, dass die iibliche Bezeichnung groff oder klein
fiir die Unordnung nicht sehr treffend ist, weil hierin
verschiedene Aspekte vermengt werden.

Um dies klar zu machen, denken wir uns ein Miets-
haus mit vielen gleichartigen Wohnungen und in allen
Wohnungen gleich viele, gleich brave Kinder. Dann
entsteht in jeder Wohnung nach einiger Zeit eine dhn-
liche Unordnung. Offenbar ist aber in allen Wohnun-
gen zusammen viel mehr Unordnung vorhanden als in
einer alleine. Eine Putzfrau, die alle Wohnungen wie-
der aufriumen sollte, wird viele Male lénger brau-
chen, um die alte Ordnung wiederherzustellen, wie
fiir eine Wohnung alleine. Die Gesamtmenge an Un-
ordnung ist gegeniiber unserem ersten Beispiel ge-
wachsen, obwohl die Unordnung lokal gleich grof ge-
blieben ist.

Wir sehen, dass wir mindestens zwei Begriffe brau-
chen, um die Unordnung zu beschreiben. Sie ist in ei-
ner Hinsicht gewachsen, namlich in der insgesamt
vorhandenen Menge, in einer anderen Hinsicht
gleich geblieben, ndmlich in der Menge der Unord-
nung je Wohnung.

2  Additivitat der Unordnung

Betrachten wir zur Verdeutlichung noch ein zweites
Beispiel, das vielleicht noch anschaulicher ist als das
erste, eine Reihe von Streichholzstapeln (Abb. 1). Ohne
viel zu iiberlegen, wiirden wir sagen, dass die Unord-
nung in jedem der Stapel etwa gleich ist:

U(A) ~ UB) ~ U(C) ~ ... .

Es liegt ferner nahe, anzunehmen, dass die Unord-
nung in zwei, drei ... n Stapeln zusammen zwei-, drei-
... n-mal so grof ist, wie in einem alleine. Man wiirde
ja n-mal so lange brauchen, um die Streichhélzer in n
Stapeln wieder genau in Reih und Glied zu bringen als
bei einem Stapel. Da wir noch kein Maf fiir die Menge
der Unordnung festgelegt haben, steht es uns frei, die-

Abb. 1. Jeder Streichholzstapel verkorpert eine gewisse Un-
ordnungsmenge.
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Abb. 2. Die Unordnungsmenge U in einem Streichholzstapel
wiichst offenbar, wenn man die Holzer zerstreut.
Wann sich aber U gerade verdoppelt oder verdreifacht
hat, ist nach dem Augenschein schwer zu entscheiden.

ses Maf3 so einzurichten, dass es sich, so wie bespro-
chen, additiv verhalt.

Wir konnen die Additivitat auch als Forderung auf-
stellen, die unsere Grofie U erfiillen muss, wenn sie ein
MaS fiir das sein soll, was wir Unordnungsmenge nen-
nen wollen. In Kurzform geschrieben, lautet diese For-
derung

U(A U B) = U(A) + U(B). 1)

A U B bezeichnet den durch die gedachte Zusam-
menfassung von A und B gebildeten Stapel. Wir setzen
dabei voraus, dass A und B, wie in Bild 1 dargestellt,
getrennte Stapel sind und nicht etwa iiberlappende
Teile desselben Stapels, eine Bedingung, die wir durch
die Schreibweise A N B = @ versinnbildlichen kénn-
ten.

3  Gleichheit der Unordnung

Wir haben einfach nach Augenschein geschlossen,
dass die Unordnung in allen unseren  Streich-
holzstapeln etwa gleich ist. Das schien uns zuldssig,
weil die Gegenstande sich dhneln. Wir glauben aus
dem gleichartigen Aussehen auch auf die Ahnlichkeit
der anderen Merkmale schlieffen zu diirfen. Aber das
andert sich, wenn diese Ahnlichkeit verschwindet.
Schon wenn wir die Unordnung in einem der Stapel
vermehren, indem wir ihn mehr und mehr
durcheinanderbringen (Abb. 2), wird es schwierig, die
Unordnungsmengen zu vergleichen. Wir sind zwar
tiberzeugt davon, dass die Unordnungsmenge wichst,
wann sie aber zwei- oder dreimal so grofi geworden
ist, das heifst, wann die Menge im ersten Stapel gleich
der Menge der Unordnung in zwei oder drei unveran-
derten Stapeln zusammen geworden ist, das ist nach
dem Augenschein kaum zu entscheiden.

Gébe es eine solche Vergleichsmoglichkeit, das heif3t
ein Verfahren, um an zwei verschiedenen Gegenstan-
den zu erkennen, wann die Unordnungsmenge in dem
einen Gegenstand grofSer ist als in dem anderen, bzw.
wann diese Mengen gerade gleich sind, konnten wir
bereits Unordnungsmengen messen. Unsere Reihe
von Streichholzstapeln stellt ja bereits eine Art Maf-
stab dar mit einer grob dquidistanten Teilung. Mit
dem hypothetischen Vergleichsverfahren konnten
wir die Gleichteiligkeit {iberpriifen und verbessern.
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Abb. 3. Gedachte Aufteilung eines Streichholzstapels A in .
zwei neue Stapel H und H', deren Unordnung unter-
einander gleich und zusammen gleich der Unordnung
im Ausgangsstapel ist.

Es bietet sich an, die Unordnungsmenge in einem ein-
zelnen Stapel, etwa dem Stapel A, als Einheit zu ver-
wenden. Das gedachte Vergleichsverfahren wiirde es
auch erméglichen, den Maf8stab nach Belieben zu un-
terteilen. Um etwa die Einheit U(A) zu halbieren,
miissten wir zwei Stapel H und H’ suchen (Abb. 3), die
untereinander gleiche Unordnungsmengen verkor-
pern, U(H) = U(H’), und deren Unordnung zusammen
der Einheit entspricht, UH v H’) = U(A). Es wire
dann U(H) = %A U(A). Ganz grob lieflen sich die Stapel
H und H’ durch Halbierung von A gewinnen, wenn
man die Lage der Holzer in den Teilstapeln nicht
wesentlich gegeniiber ihrer Lage im Ausgangsstapel
verdndert.

Um eine irgendwo in einem Gegenstand vorhandene
Unordnungsmenge U zu messen, wére ein solcher Ab-
schnitt unseres Mafistabes herauszusuchen, der gera-
de dieselbe Unordnungsmenge enthélt wie dieser Ge-
genstand. Aus der Anzahl der Stapel in diesem
Abschnitt ergébe sich die Mafizahl fiir die gesuchte
Grofie U.

4  Schatzen von Unordnungen

Wir sehen, unsere ganze Messung steht und féallt mit
dem Vergleichsverfahren. Offenbar haben wir keine
grofie Miihe, Unordnungsmengen wenigstens ganz
grob zu schétzen. Ein Blick in eine Wohnung gentigt
anscheinend, um sagen zu konnen, hier herrscht

— eine strenge Ordnung,

— eine freundliche Lassigkeit,

— ein kunterbuntes Durcheinander,
— oder ein haltloses Wirrwarr.

Es macht uns keine Miihe, noch verschiedene Zwi-
schenstufen zu schitzen.

Woran erkennen wir eigentlich, ob mehr oder weniger
Unordnung vorhanden ist? Hierzu kann man leicht ei-
nige Feststellungen machen. Ein Gegenstand, der sich
nicht verandern lédsst, der nur in einem Zustand vor-
kommt, kann nicht in Unordnung geraten. Anders ge-
sagt, damit {iberhaupt Unordnung in einem Gegen-
stand entstehen kann, muss er verschiedene Zustande
annehmen koénnen. Aber das allein geniigt nicht. Die
Zustande miissen iiberdies zuféllig sein. Jeder einzel-
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ne Zustand fiir sich kann im Prinzip eine gewollte
Ordnung darstellen.

Denken wir an ein Biithnenbild, das ein unaufgerdaum-
tes Zimmer darstellen soll. Stiihle, Geschirr, Biicher,
Kissen liegen wahllos herum, einige Spielkarten liegen
auf dem Boden, eine Blumenvase ist umgestiirzt. Und
trotzdem kann dieses Biithnenbild streng geordnet
sein, indem die Verteilung und Anordnung der Ein-
richtungsgegenstande genau festgelegt ist, etwa um ei-
nen bestimmten Handlungsablauf zu erméglichen. Es
konnte aber auch sein, dass es gar nicht besonders da-
rauf ankommt, wie die Dinge verteilt sind, dass das
Biihnenbild tatsédchlich in einem ziemlichen Ausmaf3
ungeordnet ist. Wie konnten wir in einem solchen
Falle entscheiden, ob viel oder wenig Unordnung
vorhanden ist? Eine einfache Mdoglichkeit wére, sich
das Biihnenbild bei mehreren Vorstellungen hinterein-
ander anzusehen und zu priifen, in welchem Umfange
es seinen Zustand wechselt. Erkennen wir keine Ver-
dnderung, erscheint uns das Biithnenbild immer in
demselben Zustand, werden wir die Unordnung als
klein ansehen. Je vielféltiger die Variationen, desto we-
niger geordnet erscheint uns das Bild.

5  Vergleichsverfahren

Diese Uberlegung legt folgende Festsetzung nahe: Die
Unordnungsmenge in einem Gegenstand A ist grofier
als diejenige in einem Gegenstand B, wenn die Zahl
W(A) der Zustande, die A zufdllig annimmt, groBer ist
als die Zahl W(B) der zufélligen Zustinde von B; die
Unordnungsmengen sind gleich, wenn die Zustands-
zahlen gleich sind:

U(A)>U(B) wenn W(A)> W(B). 2
Hierzu zwei Bemerkungen:

a) Es liegt nahe, dass man bei der Bewertung der
Unordnung gar nicht alle denkbaren Zustdnde be-
riicksichtigt, sondern nur die fiir uns unterscheid-
baren. Ein Ubergang von einem Zustand in einen
fiir uns ununterscheidbaren schafft keine erkennba-
re Unordnung. Diese plausible Einschrankung hat
uberdies den Vorteil, dass sich die Zahl der zu be-
riicksichtigenden Zusténde drastisch verringert
und sich die Auswertung damit stark vereinfacht.

b) Wir unterstellen zunéchst, dass alle in Frage kom-
menden Zustande gleichberechtigt sind, also alle
etwa gleich haufig auftreten. Was sich @ndert, wenn
diese Bedingung nicht mehr gelten sollte, bespre-
chen wir spater.

Unsere beiden Forderungen (1) und (2) legen einen
Zusammenhang zwischen U und W fest, der kaum
noch Spielraum fiir irgendeine Willkiir offen lasst.
Wenn man noch eine Einheit fiir U vereinbart, liegen
die Werte von U fest. Die Grofle U wire folglich defi-
niert. Um das einzusehen, wollen wir uns die Folgen
aus den beiden Forderungen genauer iiberlegen. Of-
fenbar besagt (2), dass U von keinem weiteren Merk-
mal der Gegenstdnde abhidngen kann als von W, das
heif3t

Uu=fw. 3)

Entropie und Unordnung

Unsere Forderung (1) verlangt fiir die Funktion f die
Erfiillung einer ganz bestimmten Gleichung. Wenn wir
namlich W fiir die beiden Gegenstiande A und B ein-
zeln kennen, ist uns auch W fiir A und B zusammen be-
kannt:

W(A U B) = W(A) - W(B) @)

da jeder Zustand von A mit jedem Zustand von B zu
einen neuen Zustand von A U B kombiniert werden
kann. Setzen wir dies unter Berticksichtigung der Glei-
chung (3) in die Gleichung (1) ein, so folgt

fIW(A) - W(B)) = AW(A)) + AW(B)).

Wenn wir der Ubersichtlichkeit halber W(A) = x und
W(A) = y setzen, nimmt die Gleichung die Gestalt an:

fe-y=f)+fy),  xy>0. ®)
Fiir f kommen also nur Funktionen in Frage, die diese
Gleichung erfiillen. Lassen wir nur stetige reelle Funk-
tionen zu, dann bleiben nur die Logarithmus-
funktionen iibrig, wobei die Basis a beliebig gewdhlt
werden kann:

1
fW) = log W = E]nw.

Mit der Abkiirzung k = 1/Ina und f(W) =U
gemaf Gleichung (3) erhalten wir schliefSlich

U=kIn W. 6)

Da aufgrund der Forderung (2) eine einsinnig wach-
sende Funktion sein muss, ist die Konstante k > 0 zu
wihlen, wobei wir tiber ihren Wert sonst noch frei ver-
fligen konnen.

6 Ungleiche Wahrscheinlichkeiten

Wir haben eine wohlbekannte Formel erhalten, die
schon erahnen ldsst, dass der Zusammenhang zwi-
schen den Begriffen Unordnung und Entropie enger
ist, als man iiblicherweise vermutet, wenn man diese
Vorstellung aus dem Alltagsleben zur Veranschau-
lichung der Entropie heranzieht. Trotzdem ist das Er-
gebnis nicht ganz befriedigend, da die Voraus-
setzungen, unter denen wir es hergeleitet haben,
unnétig speziell sind. Hier stort insbesondere die An-
nahme, dass alle in Betracht gezogenen Zustinde
gleichberechtigt sein sollten, das heifit, dass sie unter
den betrachteten Umstianden gleichwahrscheinlich
sein sollten. Diese Voraussetzung ist nur selten er-
filllt. Die Wahrscheinlichkeit der Zustdnde streut in
der Regel tiber einem weiten Bereich, von sehr haufi-
gen bis zu duflerst seltenen, sodass es kein klares Kri-
terium dafiir gibt, an welcher Stelle wir unsere Zah-
lung von W abbrechen miissen.

Nun ist es nicht schwierig, sich von dieser Vorausset-
zung zu befreien und eine allgemeinere Formel fiir U
anzugeben. Wir werden erwarten, dass in diese For-
mel irgendwie die Wahrscheinlichkeiten der Zustande
eingehen miissen. Man kann die Gréfie W, welche
die Anzahl gleichwahrscheinlicher Zustinde dar-
stellt, ganz einfach durch eine Wahrscheinlichkeit er-
setzen. W-1ist nimlich die Wahrscheinlichkeit dafiir,
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dass ein bestimmter Zustand 7 unter den W hier in Fra-
ge kommenden zuféllig auftritt:

pi=W-L (7)

Unsere Formel bleibt also richtig, wenn wir einfach W
durch p;! ersetzen:

U=-klnp;

Wir konnen irgendeinen der Zustande i herausgreifen
und mit Hilfe seiner Wahrscheinlichkeit p; allein die
Unordnungsmenge berechnen, da ja alle p; gleich sein
sollten. Wire diese Bedingung nicht erfiillt, bekdmen
wir lauter verschiedene Werte:

U,- =-kIn Pi- (8)

Das Ergebnis ist unbrauchbar, da wir nur einen einzi-
gen Wert als Maf fiir die Unordnungsmenge wollen.
Es liegt nahe, den Mittelwert zu bilden. Es fragt sich
nur, wie das genau geschehen soll.

Dafiir liefert die Statistik wohlbekannte Vorbilder. Be-
trachten wir etwa ein System, das in Zustanden i ver-
schiedener Geschwindigkeit v; oder Energie E; oder
Teilchenzahl N; usw. vorkommen kann. In einem sol-
chen Fall benutzt man als Mittelwerte v, E, N ... dieser
GrofBen die so genannten Erwartungswerte. Bei dieser
Art der Mittelung werden die moglichen Einzelwerte
v;, E;, N; ... nicht gleichméafig berticksichtigt, sondern
nach ihrer Haufigkeit h; gewichtet:

2t po 2N 2N

2hi 2 2N
Da man die relativen Haufigkeiten mit den
Wahrscheinlichkeiten p; gleichsetzen kann, h;/>h; = p;,
kénnen wir kiirzer schreiben:

v =3P E = Y'piE;, N =3%pN; ...

Es liegt nahe, auch die Unordnungswerte U; nach
demselben Muster zu mitteln, da sie im Sinne der ma-
thematischen Statistik — nicht anders als die v;, E;, N;
... — die Werte einer Zufallsgréfle darstellen:

(B Zpiui.

Mit U; aus Gleichung (8) erhalten wir schlieflich

v

U=k Ypinp,| 9)

Die Gleichung (6) ist ein Sonderfall von (9). Denn
wenn wir p; = Wl aus Gleichung (7) in (9) einsetzen, er-
gibt sich wieder Gleichung (6):
W w
U=+ W'nW'=4W'nW' ¥ 1=knW.

i=1 1

i=
w

7  Entropiegleichung

Was haben wir gewonnen? Mindestens eine ihrer
Form nach sehr bekannte Gleichung, die so genannte
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Boltzmann-Shannon’sche Entropiegleichung. U wird
also formal genau so berechnet, wie man in der statis-
tischen Physik die Entropie bestimmt (oder in der In-
formatik die Information oder Datenmenge). Daher
scheint der Schluss berechtigt, dass der Begriff Unord-
nungsmenge, so wie wir ihn jetzt herausprapariert ha-
ben, ein brauchbares Bild fiir das liefert, was in der
Physik Entropie heif3t. Das ldsst erwarten, dass wir uns
mit Hilfe dieses Bildes als Leitfaden schneller orientie-
ren konnen,

— 8o dass sich etwa die zu benutzenden Ansétze und
Formeln leichter finden lassen,

— dass wir die berechenbaren Ergebnisse in einem ge-
wissen Umfang qualitativ vorausschauen kénnen,

- dass wir, wenn wir durch Rechnung zu irgend-
welchen Werten gelangt sind, diese Werte auch be-
urteilen konnen.

Greifen wir ein Beispiel hierzu heraus. Entropien nach
Gleichung (9) zu berechnen, erscheint auf den ersten
Blick wegen der Vielzahl der zu beachtenden Zustén-
de nicht gerade einfach. Man bedenke aber, dass die
Gleichung schlicht einen statistischen Mittelwert be-
schreibt und dass es zu seiner Berechnung gentigt, eine
kleine Schar reprasentativer Félle herauszugreifen.
Zur Abschédtzung reicht oft schon ein einziger ge-
schickt gewdhlter Fall. Um seltene Einzelfdlle braucht
man sich tiberhaupt nicht zu kiimmern. Nattirlich ist
nicht zu erwarten, dass es uns auf Anhieb und ohne
Ubung gelingen wird, dass notige Gespiir dafiir zu
entwickeln.

Wir wollen hier unsere Uberlegungen abbrechen, weil
die Anwendung der gewonnenen Gleichung bekann-
ten Mustern folgen kann. Nattirlich bleiben noch eine
Reihe von Fragen offen:

— Was etwa sind die unterscheidbaren Zusténde im
Sinne unserer Unordnungsdefinition im Falle eines
Atoms oder Molekiils oder einer Gesamtheit glei-
cher Teilchen dieser Art?

- Was dann, wenn ein Molekiil kreiselt oder schwingt
oder ein Atom in ein Kristallgitter eingebaut ist?

— Wenn man die moglichen Zustiande kennt, wie er-
halt man deren Wahrscheinlichkeiten?

Aber das alles gehort bereits zu anderen wichtigen
Themenkreisen, die wir hier nicht mehr erdrtern wol-
len.

8 Ausblick

Unser Bild von der Unordnung ist noch recht beschei-
den, es ist global und stationdr. Die Unordnung eines
Systems hat einen Wert, und der ist zeitlich konstant.
Nun kann man sich ausgedehnte Systeme in Untersys-
teme zerlegt denken, deren Unordnung man berech-
nen kann. Wenn ein solches Teilsystem Energie an ein
anderes verliert, nimmt die Unordnung im ersten ge-
wohnlich ab und im zweiten zu. Die Unordnung ldsst
sich zusammen mit der Energie verlagern, konnten
wir sagen. In der Thermodynamik der irreversiblen
Prozesse wird die Entropie S als eine Grofie behandelt,
der man eine raumliche Dichte, Stromdichte und eine
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- nie negative — Erzeugungsdichte zuschreiben kann.
Anders gesagt, man kann sich die Entropie in dieser
Theorie als ein raumlich verteiltes, flieSfdhiges, er-
zeugbares, aber unzerstorbares Etwas denken. Auch
auf diesen weiter gefassten Begriff der Entropie ist die
Deutung als Menge an atomarer Unordnung iibertrag-
bar [1].

Die lokale Grofie Temperatur T beschreibt einen an-
deren Aspekt der Unordnung, die lokale Stdrke der
Unruhe oder Gestortheit einer atomaren Ordnung.
Am auffilligsten duflert sich eine Zunahme der Tem-
peratur in einem Zuwachs der Teilchengeschwindig-
keiten, wenngleich das auch nicht immer zutrifft
(etwa bei reinen Spinsystemen nicht). Wie Unord-
nungsmenge S, Unordnungsstdrke T und Energie E
zusammenhangen und zusammenwirken ist ein inte-
ressantes Thema, das einer ausgiebigeren Behand-

lung wert ist, nicht nur einer beildufigen Erwahnung
in einem Schlusssatz.
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